1 Termisk rorelse - Statistisk fysik

Denna stencil syftar till att ge en kort introduktion i hur temperatur paverkar gaser,
vatskor och fasta amnen pa en mikroskopisk niva. Man brukar kalla detta statistisk fysik
eller statistisk mekanik. Denna syftar enbart till att ge en statistisk beskrivning av hur
atomer, molekyler, elektroner etc deltar i varmerorelsen.

1.1 Inledning

Hur fysikaliska system paverkas av temperatur beskrivs ocksa inom termodynamiken dér
man dock inte gar in pa mikroskopiska fenomen utan beskriver enbart makroskopiska
system som bestar av ett mycket stort antal molekyler. Inom termodynamiken anvander
man samband mellan tillstandsvariabler, tryck, temperatur etc, som ges av tabeller eller
samband mellan tillstandsvariablerna av typen allménna gaslagen. Dessa samband kan
inte berdknas inom termodynamiken utan man maste fa dessa fran méatningar eller fran
teoretiska Overlaggningar som pa nagot satt tar hansyn till atomernas samspel

Amnet statistisk fysik syftar bland annat till att forsta dessa samband och ge kunskap
om hur de kan berdknas. Statistisk fysik erbjuder relativt enkla metoder for att berakna
hur olika bestandsdelar, t.ex. atomer, molekyler och elektroner, paverkas av att den
omgivning de befinner sig i utgor ett system i termisk jamvikt. Genom att summera
bidragen fran de olika bestandsdelarna kan man forsta de termiska egenskaperna hos gaser,
vatskor och fasta amnen. Dessutom ger statistisk fysik en beskrivning av ett systems
entropi utgaende fran rorelsen hos atomerna, eller snarare utgaende fran de (kvant-)
tillstand som géller for systemet.

En alternativ teoribildning, som i viss man beskriver samma situationer, ar kinetisk
teori. Denna &r framforallt anvandbar for gaser, vatskor och plasman. Man utgar fran
en sannolik fordelning av molekylernas hastigheter och lagen. Man beraknar sedan hur
denna fordelning fordndras med tiden utgaende fran molekylernas kollisioner och reak-
tioner. Denna teori ar framforallt av intresse, om man vill forsta, hur ett system kommer
till termodynamisk jamvikt. Men det férhaller sig sa, att hur ett system kommer till
termodynamisk jamvikt och hur jamviktstillstandet ar beskaffat ar tva helt olika fragor,
varfor vi kan inskréanka diskussionen till den senare fragan.

1.2 Boltzmanns sannolikhetsfordelning

Ett grundlaggande resultat i statistisk fysik ar att for ett mindre delsystem som é&r i
termisk jamvikt med en stor omgivning, varme reservoar, galler att sannolikheten for att
delsystemet ar i ett tillstand ¢ med energin F;,

P(i) = Cexp (—E;) (1)
Konstanten C kan berédknas utifran att sannolikheten att delsystemet &r i nagot tillstand
ar ett (1), sa at
e BE:i e—Ei/kBT

P(i) = S e BB S e EifksT (2)

dar B =1/kgT och kg = 1.381-10723J /K &ar Boltzmanns konstant Detta &r Boltzmanns
(sannolikhets)fordelning, som kan anvéandas for att berdkna sannolikheten for termisk
excitation av olika delar av ett system. De enda forutsattningarna vi gjort ar att del-
systemet endast vaxelverkar svagt med det resterande systemet. Detta antas vara en
varmereservoar, som ar sa stor att delsystemet kan motta energi, utan att temperaturen
hos reservoaren andras.




1.3 Lite kvantmekanik for system med flera frihetsgrader

I den statistiska fysiken behandlas system med manga frihetsgrader. Antalet frihetsgrader
ar lika med antalet koordinater som kravs for att ange alla ingaende partiklars position
inklusive vinklar och andra parametrar som anger de ingaende atomernas relativa posi-
tioner i molekylerna.

For ett sadant system galler att vagfunktionen som beskriver tillstandet ar en funktion
av alla de ingaende koordinaterna. Hamiltonoperatorn innehaller partiella derivatorna
med avseende pa alla koordinaterna fran den kinetiska energin och den potentiella energin
ar oftast en funktion som beror av alla koordinaterna.

For system med manga frihetsgrader, dar rorelsen i de olika koordinaterna sker oberoende
av varandra, ar energin lika med summan av delenergierna fran rorelsen i dessa koordi-
nater och kvanttillstandet ar da en produkt av funktioner som ger tillstandet for rorelsen
i denna koordinat enbart. Detta framgar av att Hamiltonoperatorn kan skrivas som en
summa av delar ) R )

Hyy = Hy + Hy+ ... (3)
Varje del, H;, berdr enbart en eller nagra koordinater X;. Det ar latt att se att om man
satter in i Schrodingerekvationen

Hy, U = B0 (4)
en vagfunktion ¥ som ar en produkt av funktioner
(X1, Xo,..o) = 1 (X1)Ya(X2)h3(X5)... (5)

att den ar en egenfunktion till H,,; om varje faktor ¢; ar en egenfunktion till motsvarande
del i operatorn H;.

Ex 1 For en partikel i en ”fyrkantig” lada géller att energin kan delas upp i en x-del, y-del
och en z-del

ﬁtot :ﬁx+ﬁy+ﬁz (6)
Hamiltonoperatorn for x-rorelsen ar
- n o
H,=———
* 2m Oz2 + V(@) (7)

dirV(z) =0 om 0<x < L,, V(x)=o00 {or 6vrigt L, betecknar ladans léngd i x-
led och L,, L, ladans matt i y- och z-led. Eftersom energin i x-led ir h’*r?n?/2mL?
sa blir den totala energi

P (n2  nd  n?
B (p*ﬁ*m) ®
x Y z

medn, =1,2,...,n,=1,2,...,m, =1,2,....

Motsvarande vagfunktion ar

U(z,y,z) = Asin( szx) sin

™,z
L,

Wnyy) sin(

e ) )

y
Ex 2 En diatoméar molekyl i en behallare kan vibrera, rotera samt dess masscentrum kan
ha en translationsrorelse. Om vibrationsrorelsen och rotationsrorelsen sker utan att
paverka varandra kan man dela upp energi
2 2
E = Et’/‘ans + Evib + Erot - 21:)77711 + (U + 1/2)hw + hl(é;_l)
dér p = hn(ny /Ly, ny/Ly,n,/L,) i enlighet med ekvation (8) i exempel 2. Transla-
tionsrorelsen ar alltid oberoende av molekylens inre rorelse.

(10)



1.4 Identiska partiklar

Hur kan man skilja en elektron fran en annan eller hur kan man skilja den ena syre-
molekylen fran den andra? Alla elektroner ar likadana.

I vissa fall kan vi dock sarskilja i 6vrigt identiska partiklar pa grund av att de befinner
sig fangade i helt olika delar av systemet, t.ex. elektroner i tva olika metall bitar utan
kontakt med varandra. Man kan alltsa ange partiklarna utifran vilket tillstand de befinner
sig i, men for ovrigt finns det ingen mojlighet att sdrskilja den ena elektronen fran den
andra eller den ena syre atomen fran den andra. De saknar helt nagot kdnnemérke som
kan anvandas for att skilja dem at.

Vad ar det da for fysikalisk skillnad mellan foljande vagfunktioner for de tva elek-
tronerna i en helium atom

Unimym, (T1)V1001/2(12) eller Yrg01/2(71) Vnimgm, (T°2) (11)

dar Yuim,m, ar vagfunktionen for en elektron med kvanttalen nlm; och my? (Kvanttalet
ms anger spinnets riktning). Det finns ingenting som skiljer dessa tillstand at. Det &r
visserligen partikel tva i tillstand 0001/2 i ena fallet och partikel ett i det andra fallet,
men vi kan ju inte skilja pa partikel ett och partikel tva. Det visar sig dock att ingen av
dessa ar korrekt. Istéillet galler att vagfunktionen skall vara antisymmetrisk, dv

‘I’(I‘l, 1‘2) =N <¢nlmlms(r1)¢1001/2(1‘2) - ¢1001/2(T1)¢n1mlm5(1'2)) (12)

Allmént galler att
\I/(I'h I'Q) = :l:\I/(I'Q, I'1> (13)

déar minustecknet géller for fermioner, dvs partiklar med halvtaligt spinn som t.ex. elek-
troner eller protoner. Plustecknet géller for bosoner, dvs partiklar med heltaligt spinn (0,
1, ...), t.ex. alfapartiklar eller deuteriumkérnor

For fermioner leder denna regel till Pauliprincipen, dvs att enbart en partikel kan
laggas i ett och samma tillstand om spinnet ar inkluderat, annars tva. Da fermioner
(eller bosoner) ror sig oberoende av varandra leder denna princip till att det finns endast

ett tillstand hos systemet som har ett visst antal partiklar n;, i varje en-partikel tillstandet!
k.

Ex 3 Elektronerna i en atom: Tillstandet for atomen som helhet kan anges, genom att
ange vilka skal ar fyllda och vilka tillstand i valensskalet &r fyllda.

Ex 4 Fononerna i ett fast &mne: Vibrationstillstandet for ett visst ”prov” av ett fast &mne
kan anges genom att ange hur manga fononer (dvs antalet vibrationskvanta) finns
for varje typ av vibration som atomerna kan utfora

Om systemets partiklar ar val separerade fran varandra, sa att man kan ge partiklarna
en identitet utgaende fran deras placering, da behover man inte ta hansyn till att par-
tiklarna &ar identiska. Symmetrin hos vagfunktionen eller Pauliprincipen spelar da ingen
roll

Ex 5 Atomerna i ett fast &mne eller en stor molekyl har en egen identitet, eftersom de
kan identifieras utgaende fran deras placering i kristallen eller molekylen. I en liten
molekyl ar detta inte fallet. Det ar till exempel svart, att identifiera den ena eller
andra viteatomen i en vattenmolekyl i vattenanga. Molekylen snurrar och vibrerar
kvantmekaniskt sa att man inte kan skilja atomerna at

IEtt en-partikel-tillstand ar ett egentillstand till Hamiltonoperatorn for en partikel.



Ex 6 Molekyler i en tunn gas vid ganska hog temperatur: Gasens molekyler kan da be-
traktas som lokaliserade i olika delar av gasbehallaren, om den osakerhet i rorelse-
méngden som lokaliseringen till ett omrade med storleken Az medfor ar férsumbar i
forhallande till molekylens rorelseméngd. For vanliga gaser, syrgas, kvavgas, vitgas,
vattenanga etc, vid normalt tryck och temperatur galler detta

1.5 Antalet tillstand i ett energiintervall

I ett otal sammanhang har man nytta av att kunna uppskatta antalet kvanttillstand, vars
energi ligger i ett intervall (F, E + §E). Man kan da ha nytta av att bilda en funktion
g(E) som anger titheten av tillstand, sa att g(F)JE med god noggrannhet ger antalet
tillstand i intervallet. For en partikel i en lada, vars energier ges av ekvation (8) kan man
ganska latt harleda att

27V (2m)*/?
() = 2T e (14)
Det visar sig att denna formel stammer lika véal for en partikel i en ”behallare” av godty-

cklig form.
En liknande formel géller for en gas av partiklar som inte ar identiska, dvs da sym-
metrikravet kan ignoreras. Da ar tillstandstathete

g(E) = CyVNE3N/2-1 (15)

dar Cy beror av partiklarnas massor och antalet partiklar, men beror ej av volymen V'
eller gasens (inre-) energi E.

1.6 Tillampningar av Boltzmannfordelningen

Ex 7 En &delgas ar innesluten i en rektangular lada vid normalt tryck och temperatur.
Sannolikheten att en atom befinner sig i ett tillstand med kvanttalen, (n,,n,,n,) ar

n2

2 2
Doy ny ny
Iz Tz T L2D

2 n2 2
”7z_|_7y_|_”7z
b+ 1))

h2n2
EXP | —2mkpT
P = (16)

h2r2
an,ny,nz exp (_ 2mkpgT

Summa tecknet i namnaren kan ersiattas med en trippelintegral

[e's] [e's) 00 LIL Lz [e's] (%s) (%s)
T T L

NNy, Mz

Sannolikheten for ett tillstand med rorelsemangden i x- riktningen mellan p, och
Pz + dp, och motsvarande i y- och z-riktningarna ar

2

p
ka’BT

P(pa, py, 2 )dpedpydp, = (2nmkpT) ™2 exp < ) dp.dp,dp, (18)

Eftersom de antaganden vi gjort ocksa innebéar att den klassiska mekaniken beskriver
atomens rorelse, kan vi utnyttja sambandet mellan hastighet och rorelsemangd,
p = mv for att fa fram sannolikheten for att atomens hastighet ligger mellan ..

3/2 (v 4 02 4 0?2
P(Uz,vy,vz)dvzdvydvz = ( m ) exp (_ ( T Yy Z)

— dv,dv,dv, (1
27T]€BT 2kBT ) Uz @y @ (9)



Ex 8

Ex 9

Detta ar Maxwell-Boltzmanns klassiska hastighetsférdelning for molekyler i en gas!

Fran denna fordelning kan man berdkna en méngd olika kvantiteter. Bland annat
innebér (19) att sannolikheten att molekylen har hastigheten i z-riktningen mellan
v, och v, + dv, oberoende av hastigheten i x- och y-riktningarna ar

1/2 2
P(v,)dv, = [//P(vx,vy,vz)dvxdvy] dv, = (%Z;T> exp (— QTZ;]ZT> dv, (20)

Denna hastighetsfordelning kan testas i en apparat dar molekyler slapps ut ur ett
litet hal i en behallare med en varm gas under ett kort 6gonblick. Man mater tiden
for molekylerna att komma fram till en detektor langre bort

Utgaende fran foregaende exempel kan man berdkna molekylernas genomsnittsliga
kinetiska energi (vantevérdet)

_ 1 3
Ek == ///§m(vi +U§ +U3)P(Uxavyvvz)dvxdvydvz = §kBT’ (21)

vilket stdmmer vél med den tidigare berdkningen av den totala (inre-) energin hos
en monoatomar gas Vid ovanstaende berdkning utnyttjades att

2

1 12 01
///imviP(vx,vy,vz)dvxdvydvz = (27TZLBT> /§mv§ exp (;}3;;) dv, (22)

En annan kvantitet som vi kan berékna utgaende fran (19) &r trycket som verkar
pa gasbehallarens viggar. Man antar att molekylerna studsar mot vaggen, sa att
hastighetskomponenten vinkelratt mot vaggen v, endast andrar tecken. Hastigheten
parallellt med véggen éndras daremot inte. Hur stor kraft som kravs for detta, kan
inte bestammas utan att man vet fler detaljer om stoten, t.ex. hur lang tid den tar.
Daremot kan man berakna tidsmedelvirdet av kraften

F, = i/OTZFi(t)dt (23)

eftersom andringen av en molekyls rorelsemangd
2mu, = /E-(t)dt (24)

Om detta multipliceras med antalet molekyler n(v, )dv, med en vinkelrit hastighet-
skomponent inom (v, ,v; + dv), som stoter mot ytan med arean A, under tiden 7,
erhalls trycket fran dessa molekyler. Eftersom dessa molekyler kommer fran en
rektangular volym, Av, 7 ar

N
n(vy)dv, = VA’UJ_TP(UJ_)CZ’UL, (25)
dar N &r antalet molekyler i behallaren och V hela behallarens volym. Trycket i

gasen erhalls genom att integrera trycket fran molekyler med v; mellan 0 och oo
NkgT
Vv

o0 N
p= / 2mUJ_VUJ_P(UJ_)dUJ_ = (26)
0

Om vi infor att allménna gaskonstanten ar Ry = Nakp, sa erhalls ideala gaslagen
pV = nRoT



Ex 10 Om energierna som nagot system kan anta ges av E,, = vhw+ Ey, t.ex. en harmonisk
oscillator, sa ar sannolikheten P, att detta befinner sig i tillstand v

exp(—vhw/kgT)

P, = 27
o o exp(—vhw/kgT) (27)
Summan i naimnaren ar en geometrisk serie, 1 +q+¢*+ ... = 1/(1 — ¢). Om man
utnyttjar detta far man, att
P, = exp(—vhw/kgT) (1 — exp(—hw/kgT)) (28)
Dessutom kan man uttrycka medelvérdet (vantevérdet) for kvanttalet v pa ett enkelt
sétt 2 . .
o P, = 29
v UEZIOU exp(hw/kpgT) — 1 (29)
Medelvardet av energin hos en harmonisk oscillator ar vhw + Ej, vilket blir
— hw
E = E 30
exp(hw/kgT) — 1 ko (30)

For ett system med oberoende frihetsgrader z,,xp,... kan man, som namnts tidigare,
skriva energin som en summa,

Eij. = (E.)i+ (Ep)j+ .. (31)

dér index 1, j,... anger kvanttillstandet for rorelsen i de olika koordinaterna z,, xy, ....
Boltzmanns fordelning (2) kan da skrivas som en produkt av Boltzmann fordelningar for
varje frihetsgrad for sig

(Ea)i/kBT e~ (Ev);/kBT
Po.. = (5 emtmer ) (5o ) - &8

Ex 11 For ett antal molekyler i en monoatomér gas i en rektangulédr lada, som uppfyller
villkoren for att man skall kunna ignorera symmetrivillkoret, Se Ex 1.4, kan man
utnyttja detta. Alltsa, om vi betraktar tva molekyler sa ar sannolikheten att molekyl
1 &r i tillstandet med kvanttalen (ny, n,,n,) och molekyl 2 i (n,/, n,/, n./),

P = Pnz,ny,nz Pnz/,ny/,nzl (33)

dar P, n,n. ges av ekvation (16)

Ex 12 Sannolikheten att en diatomér molekyl i en gas (i en rektangulér lada) befinner sig
i ett visst vibrations tillstand n, ett rotationstillstand [ och masscentrums transla-
tionsrorelse (ng, ny,n,) ges av produkten

P =P, nm b (34)

dar P, n,n. och P, betecknar samma fordelningar som tidigare, medan P, betecknar
fordelningen pa olika rotationstillstand

(2 Dexp (<RI 1)/2TkpT)
S0(2L+ 1) exp (—KA(L + 1)/21kpT)

(35)

I detta uttryck forekommer en faktor 21+1, eftersom for varje varde pa [ forekommer
precis sa manga olika tillstand med olika m; varden.

2Serien > ng" = q/(1 — q)?, vilket man kan fa fram genom att derivera den geometriska serien.



Ex 13

Ex 14

Ett mycket intressant system av oberoende harmoniska oscillatorer utgor det elek-
tromagnetiska faltet i ett halrum (kavitet). Dessa oscillatorer dr de olika staende
elektromagnetiska vagorna som finns i halrummet. Kvantiseringen, dvs att dessa os-
cillator enbart kan vara i tillstand med ett heltal kvanta vardera med energin hr, ger
upphov till fotoner. Antalet kvanta ar lika med antalet fotoner. Eftersom en staende
vag kan ses som fortskridande vagor som ror sig i motsatta riktningar motsvarar
alltsa dessa kvantiserade staende vagor fotoner som ror sig i alla riktningar.

Utgaende fran tidigare studie (Ex 10) av sannolikheten for olika antal oscillator
kvanta i en oscillator kan vi berdkna olika kvantiteter for var och en av de elektro-
magnetiska faltets oscillationer. Den totala termiska energin hos det elektromag-
netiska féltet fas genom att summera 6ver alla de staende vagorna

— hy;
E= :
zi: exp(hv; /kgT) — 1

(36)
For alla halrum géller att antalet staende vagor med en frekvens mellan v och v+ dv
ar (ungefar
Vo
2g4m/ dv (37)

dar en faktor tva ar inkluderad pa grund av att fotonerna har tva olika polariseringa
Summeringen kan nu utryckas med en integra

— 00 hv Vv
=2 / 2 amd 38
o exp(hv/kgT)—1c T (38)

Denna integral kan inte l6sas, men dess temperatur beroende blottlaggs genom
variabel bytet © = hv/kgT

— ATV oo x
E= 2(/chT)4<lw)3 /0 T atda (39)
Vi ser alltsa att den elektromagnetiska energin i halrummet ar proportionell mot 7.
Den effekt, som passerar ut genom ett hal i kavitetens vagg blir ocksa proportionell
mot T vilket innebér att vi hirlett Stefan- Boltzmanns lag. Plancks stralningslag
uppkommer, om man beraknar hur manga fotoner inom ett litet frekvens- eller
vaglangdsintervall, som kommer ut genom halet

Den termiska energin, som finns i ett fast materials atomers vibrationsmoder, dvs
fononerna, kan berdknas pa nastan samma sitt som for fotonerna. De vésentliga
skillnaderna ar att ljushastigheten c skall ersattas med materialets ljudhastighet v,
samt att vid hoga frekvenser avviker antalet staende vagor vasentligen fran uttrycket
(37). Fysikern Debye skapade en modell for fononfrekvensernas fordelning i vilken
antalet svangningsmoder ges av (37) upptill en frekvens vp medan det inte finns
nagra moder med hogre frekvenser. Dessutom skall ljusets tva polariseringar bytas
mot att fononernas tre olika varianter, tva transversella och en longitudinell. Den
termiska energin blir da

E =3(kgT)* dx (40)

AV pheolksT g
(hv)3 /0 er 1"

Da T ar litet dr energin proportionell mot 7% vilket innebér att virmekapaciteten
ar proportionell mot 7. Vid hoga temperaturer blir diremot den termiska energin
proportionell mot T, vilket ger att varmekapaciteten ar konstant i enlighet med
Petit-Dulongs lag, C'y = 3nR



1.7 System som kan utbyta partiklar

Det finns ett flertal situationer dar man har ett system som bestar av delar som byter
partiklar emellan varandra. Ett exempel pa detta ar att tva olika metall foremal i kontakt
med varandra. Elektroner kan da tankas hoppa fran den ena till den andra. Man kan
darfor ocksa fraga sig hur elektronerna fordelas mellan metallbitarna vid jamvikt.

Antag att vi har ett system delat upp i en mindre del A, och en betydligt storre del
B som fungerar som en varme och partikel reservoar. Sannolikheten att A befinner sig i
ett visst tillstand 7, i vilket A har energin E; och N, partiklar &ar

_exp(—aN; — BEj)
P(E;,N;) = > eXp(—Oé}Vj - ﬂj—@j)

(41)

Vi kan anvanda detta, for att berdkna sannolikheten i ett system av fermioner, att ett visst
enpartikeltillstand ar besatt av en av partiklarna. Vi véljer da att betrakta enpartikel-
niva nummer a som del systemet (A). Systemet kan p.g.a. Pauliprincipen enbart anta
tva olika tillstand, nivan ar obesatt eller besatt. Systemets energi &r da noll eller e;,
enpartikelnivans energi. Sannolikheten att systemet ar obesatt N; = 0 eller besatt V; = 1

ges a
B exp(—aN; — Be;N;)

P:(N;) = 42
i(N) 1+ exp(—a — fe;j) (42)

Vantevardet av antalet partiklar i nivan &
Nj= > N;Pi(N;) = Pi(1). (43)

N;=0,1

Om man sétter in uttrycket for P;(1), forenklar och ersitter 5 = 1/kgT och a = —p/kpT

erhall
1

N T ol — W)
Denna funktion kallas Fermi-Dirac fordelningen, efter de tva pionjarerna inom kvant-
fysiken Enrico Fermi och Paul Dirac. Den kommer till flitig anvéindning da man berdknar
temperaturens inverkan pa elektronerna i atomer, molekyler och fasta @mnen. Den
kemiska potentialen p bestams i princip av omgivningens ‘vilja’ att avge och uppta par-
tiklar. I manga fall kan man bestdmma p utgaende fran totala antalet partiklar som finns
i nivaerna

(44)



Ovningsuppgifter

1.

Skissa hur energin i en oscillator varierar med omgivningens temperatur enligt ek-
vation (30)

a) For HCI molekyler i en gas vid rumstemperatur, berédkna kvoten mellan antalet
molekyler som befinner sig i rotationstillstandet 1=1 och 1=5. For HCI molekyler
giller att 7%/I = 2.51073

b) Berdkna sannolikheten att en HCI molekyl i gasen befinner sig i forsta excit-
erade vibrationstillstandet. Vaglangden hos det infrardda ljuset som kommer fran
vibrationsovergangarna i HCI ar ca. 3.5 pym

. a) Hur stort ar (v2)Y2 for syremolekyler i luft vid rumstemperatur?

b) Vilket véirde pa v ér sannolikast?

c¢) Vilket vérde pa v = |v| ar sannolikast? (Ledning: Transformera till polara
koordinater i hastighetsrummet, dv,dv,dv, — 477212dv).

. Visa att formel (40) medfor att £ &r proportionell mot temperaturen vid hoga

temperaturer T > hvp/kp

. Skissa Fermi-Dirac férdelningen N; vs e; for tva olika temperaturer, en hég och en

lag.



