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3. L&t T beteckna det triangelformade omrade i R? som har hérnipunkterna (—1, 0),
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Tenta 2020-06-01 uppgift 4

4. Lat P beteckna det pyramidformade omréde i R?* som definieras av
P:0<22<12—4z[—6y|.
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MOO55M tenta 2020-10-22

den 22 oktober 2020 13:08

2. Bestim och klassificera alla kritiska punkter och avgér om punkten/punkterna ar lokalt
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F16 Vektorfalt sid 5

Ex: Vioa att F ac koncervativt 45
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Repetititonsuppgifter efter F16, sid 1 (Tenta 2021-06-01, uppgift 1-3.)

den28april 2022 17:46

Del B

Till Uppgift 14 eflerfragas fullstindiga lisningar och motiveringar. Resonemang, inforda beteckningar,
utrdkningar m m ska redovisas sd utforligt att de gér att folja. Delvis losta uppgifier bor limnas in.
Skriv ned dina losningar pa pappes; fota av/scanna dem och limna in dem elektroniskt ¢ Canvas. Gor en
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Repetititonsuppgifter efter F16, sid 2

den28april 2022 19:03

2. Anvind Lagranges metod for att bestimma det storsta varde som funktionen

f(xuy) =

kan anta, givet att bivillkoren z > 0, y > 0 och ¥ — 32y + y* = 0 ér uppfyllda.
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Repetititonsuppgifter efter F16, sid 3

den 28 april 2022 21:08

3. En cylindrisk trastock med radie a > 0 och centrum ldngs z-axeln antas beskrivas
av olikheten y2 +22 < a?. Ur stockens 6vre halva (2 > 0) sagas tva snitt. Det forsta
snittet gar langs planet z = 2 till planet z = 0. Det andra snittet gar langs planet
z = —u till planet 2 = 0. Hur stor volym far den utsagade biten
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MOO055M-tenta 2021-08-26

den 27 augusti 2021 08:19

2. Berakna integralen MO0055M-tenta 2021-08-26

den 26 augusti 2021 20:24
2 1
2 4. Lat C beteckna parametriserade kurva i R? som definieras av
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a) Berakna kurvintegralen
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THEOREM Green’s Theorem

Let R be a regular, closed region in the xy-plane whose boundary, €, consists of one or
more piecewise smooth, simple closed curves that are positively oriented with respect
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MOO055M Tenta 2022-05-30

den 5 juni 2022 09:44

B2. Lat T beteckna det tetraederformade omrade i R* vars horn ligger i punkterna
= (0,b,0) och C = (b/2,b/2,h), dér b > 0 och

0 =1(0,0,0), A= (5,0,0), B
h > 0 ar givna konstanter.
(a) Berékna tetraederns volym V' med hjélp av formeln

Bottenarean x Héjden

V=
3

(b) Berikna koordinaterna (x*,y*, z*) for tetracderns masscentrum som defi-

nieras av

=é/T//de, y*=%/T//de, z*=%/T//ziV-

Detta var den mest utmanande uppgiften pa den tentan.
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MO0055M Tenta 2022-05-30 sid 2

den5juni2022  10:03
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a) Berikna Jacobianen for variabelbytet
u=2?—y*
v =xy
och uttryck areaelementet du dv i da dy.
b) Berikna integralen
//(12 +9°) dx dy.
D
11. Lat T beteckna det triangulira omrade i R? vars horn ligger i punkterna O = (0,0), A = (2,3) och

B = (—1,1). Beriikna integralen
[f ez aa
T

12. Berikna arean av det omrade i planet som i poldra koordinater beskrivs av sin < r < cos 6.

Volymberiakningar.

13. Beriikna volymen av det omréde som begrinsas av konen z = y/22 4 y2 och paraboloiden 2z = 6 — 22 —

2
Y.
14. Lat U beteckna det omréade i R? som begransas av ytorna

z=2—12-2y% och z=222+y?—4.

a) Bestam projektionen i xy-planet av skarningskurvan mellan ytorna.
b) Berikna volymen av omradet U.
15. Berikna volymen av den kropp som innesluts av ytan

Va? +y? = cosz, et
27 72
16. Lat U beteckna det omréde i R? som ligger under ytan z = 1 — 22 och ovanfor ytan z = y? — 1. Bestim

volymen av omradet U.

17. Berdkna volymen av omradet
U: || -1<2z<1—Jy|.

18. Berikna volymen av omradet U som definieras av
2+ y2 <a?
. {Z2+Z2<a2 (a>0).

19. Bestim volymen av det omrade som begrinsas av paraboloiden z = 3—x2—y? och planet 4z —6y—z = 0.

Trippelintegraler.

20. Lat T beteckna den tetraeder i R? vars horn ligger i punkterna (0,0, 1), (1,0, 1), (0,1,1) samt origo.

Berikna integralen
/// 22 + 42 dv.
T
[[[w+2av
g

omT:x>0,y>0,2>0,z+y+2z<2.
22. Lat K beteckna den kon som definieras av

1
K:ix/z2+y2§z§2,

dér 2z, y och z mits i enheten [m]. Berdkna konens totala massa om materialdensiteten ar

oz, y,2) =222  [ke/m>].

21. Berakna

23"

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Berikna massan av kroppen V': 22 4+ y2 < 2 < 1 om kroppens densitet ir

ple.y.2) = (1—2)(1 — Va2 1+ 4).

Lat K beteckna klotet 22 + y2 + 22 < @2 avradie @ > 0. Berikna integralerna

a) .
/Z/mdv’

JJf e

///(21‘—&-23)(1‘/,
E
dirE: 2?2 +y? +22<1,2>0.

Lat U vara det omrade i R? som definieras av

yl<xz<1
U: v
0<z<z-—ly|.

YS!
It
U
///3r2+2y2+22dV
K

dir K betecknar klotet 2 + 2 + 2% < a?.
Lat P beteckna det pyramidformade omrade i R? vars hérn utgors av punkterna A = (1,0,0), B =
0,1,0),C = (-1,0,0), D = (0,—1,0) och E = (0,0, 2). Berikna integralen

[ff -

Lat P beteckna pyramiden som har en kvadratisk basyta med horn i punkterna (0, 0, 0), (2,0,0), (2,2,0)
och (0,2,0), samt ett femte horn i punkten (0, 0, 3). Beriikna

/!/ 22ydV.

Berikna trippelintegralen

Beridkna integralen

Berikna integralen
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Gamla Tentamensproblem Block IV, sid 1

den’3 maj 2021

Inget nytt pa féljande sidor, bara en sammanstéllning av 16sningar som redan finns i kursens Canvasrum.
Tentamensproblem — IV. Vektoranalys

1 i de kurvor.

Lat F beteckna vektorfiltet L. o) F iir inte konservativt, ty

< 4 (B o u2Yd OF, OF,
F(z,y) = ayi+ (2° +9°)j. F i
b) En direkt berikning med parametriseringen av C' ger

/F,d,_ /CF-dr:/_ (x(t)) - 7di75
(e} ( B
dir C ir den riktade parametriserade kurva som definieras av (190321:5)

C:x(t)=t2i+t%j (0<t<1).

=322~z #0.

a) Ar filtet F konservativt eller inte?
b) Berikna kurvintegralen

2. Lat
F(z,y) = y*i+ coszj. 2. a) F ir inte konservativ, ty
a) Ar vektorfiltet F konservativt eller inte?

b) Berikna kurvintegralen
/ Fedr
(e}

oF  OF .
G~ gy = e w0

1) En dirckt berikning med parametriseringen av C' ger

/2 dr

om C r den parametriserade kurvan / Fede= / Fe() - ot =
o A

G {m:t. r _ggtsg (170113:4)
y=sint
== ! - = < j (1)
A) Fluy)z g i) = Fis B e C e [r] TopT
> - < sme| "EebcE
A) Tor hkenservativa foll gater %2/ %5: 0 snnndle. 5 15
A
e 9 D 200 ) £ [ane]
,Mv,ﬁ:?x(au/,@(y/: —smY -2y %0 Y
o = brrerad hurvmtegral buikeas &
fiv vissa (X, 9). AllbE G E k. konenahVe, il i e
2
_ dF sinté &
f): dF = p(r(?))- Lo [W,]‘LIJ#
to-T -
jsm!—+wsl—ou jou__l(«
f / 1
3. Lt C vara den kurva i R? som parametriscras av 3. En dirckt berikning med parametriseringen av C' ger
r(t) =ti+t2j+e'k, 0<t<1 P O 5
o /Ur dr /ZEOF(r(t)) Ep=2-c
/F-d.r (150116:3)
(e}
om F(z,y,2) = 2eyi+a%j — k.
_ 2xy
__3/—( B U\“ﬁiz): K
=
¢ ; aF |,
e 27 ar_ |,
ot | #O5ES] EU
Me { Lozl . .
fod | “{W%l be'“}wmﬁj / Metd 2 ( kenservahivt fafl—) .
T .- — zﬂ I - — -
S?"OLV E g ?(FM)_I = I [ ],{U}“ Far bmsewativt, dvs. F=VE En Jotentia
¢ i t=p o L-t 4Lt o ¢(Y(‘4,Z) = X?jfZ_ C gor fran (0,0,1) &l
(1,1 c
gZZELZ!?—g{[/((.:S L//'z»géy(k (,,Q)_ Secloctes
%) ) = - .
¢ s ! ’ 1 égpertfv: ,;7,/'\/,//(/)*%(0,0//):/7//e»(oio»/)
= [f~e]: l-e-(0-¢°) = 2-¢ - 2.0

o

Gamla Tentamensproblem Block IV, sid 2 4. Kurvan C kan parametriseras enligt

den3maizon  t0m -
4. Berikna kurvintegralen = V3eost
f’z & =V3sint  (0<t<2m).
e 2 = 3cos(2t)
dir C ir skirningskurvan mellan ytorna 22 + y? = 3 och 2z = 2% — y? som genomléps moturs sett frin Saledes
punkten (0,0,4). e
r— f;Zzyd‘*.f/k 22y dt = 187 (130820:1
an o UL,
L/_ Fwrvam C har iz / VAIg L Fsmt
k. die ( (402 swﬂm‘) L
X = V3wt §sm2t
Y = V5 sin t 1< 27T SIS 0
A .2 )
L - -
i :B(MZA,rfhf):szf’/ = — /g sm 2t At - y?(m‘/f—/pé/-
0 0
= - 1§
Kurvintegraler av konservativa filt.
5. a) En potential till F ir
5. Lat F beteckna vektorfiltet d(w,y) = e +C
dir C' ar en godtycklig konstant.
Fla.y) = (a®y + 20)e™ i + 2’ j. b) Med hjilp av potentialen fis
a) Visa att F ir ett konservativt falt. Bestim en potential till F. 5 . —
b) Beriikna kurvintegralen P /C(J:zy +22)e™ dx + 2™ dy = (2,1) — ¢(—2,1) = 4(e? — e72)
(160825:5)

/C(rzy +22)e™ dx + ade™ dy,

dar C ir den del av kurvan y = 5 — 2% som bérjari z = —2 och slutari z = 2.

Alltsa G
Blvy)= %X +C
en potential 4l F for Vag‘é reell fenstant C |
For onkelhets sl valjer vi C=0
Svar: Glny)=x%e" i en poteabal tll F.
g=5-x?
) C: {1<x<z
X=t2 = g=5-(+2)°% |
Kuvan gar allbi frap (-2,1) Hll (2, 1). Ebersom
F & kaevabict giller

- ¢(—ZI /)

¢2)|

A

5—[ F(X:y)z()(zy—l'lx} Xy/,{.X? U./
a) F & konervativt e ded finns en stalir fumktion
B(xy) kallad ,ootmb'a(( sadan att

Flag)=votn= 2474 25
Lot nodvindit villkor fﬁ att debtn sha galla Zr

G ;5 En ankel fomtrall viser abt o4 4’/”//"’/

9.7
/’or w bestamma. polmhal&ﬂ & whnyltior v

5——— :(xzy+2x)e” )

= (z)
29
F.dr =
Integratim. av (&) map. Y gu f 7
ftg)= x7eMdy + C) = x*e e Cly)
dar C(x) ar en godbyokly funktior av X. [nsatm g
(o) ger
X
26 et ye?)+ )= wyeav)e?

(2/
= 2% ™ - ¢2)%e
= 1/(21’6—1}

K emmentar: Ori man misslyckaks med akt beshno ,wkﬂh@("'
kan. kurvintegralen beiknas med. vanlig paramelrisering
o e o dus C 5 on hemitant ( Fast det blar givetvis ///zbwyhymaa)

¥)= VS, '



Gamla Tentamensproblem Block 1V, sid 3
den3maj20zt 1932 ) .
6. Lat F beteckna vektorfaltet 6. a)F r konservativtom A = 6 och B = 3.
. . . b) Med hjilp av potentialen

F(z,y) = (Az%y +4* + 1)i + (22° + Bzy® +2)j,

dir konstanterna A och B viljs si att vektorfiltet blir konservativt.

a) Bestam konstanterna A och B.

5o
c

b) Berikna kurvintegralen
" 2+t
t+a)

o(z,y) =2y +y’r+ o+ 29+ C
fas
/ Fedr=6(2,1) - 6(0,0) = 22.
&
(191024:5)

om C ir kurvan

C:r(t):tji (0<t<2).

Gamla Tentamensproblem Block 1V, sid 4
s 10. Anviind girna Greens sats. Observera att C inteir sluten!
10. Lit C vara den kurva i R? som definieras av

2 /(2x—3y>dr+(5z+ﬁy)d;/=12n+3,
Cg+——11‘>0y>0 c

Beriikna kurvintegralen a) C ir en ellipsbage som gér fran punkten (3,0) dll (0,2). (181025:5)

/ (22 — 3y) dz + (5z + 6y) dy. b) Anviind garna Greens sats. Observera att C' infe ér sluten!
c

Antag att C' genomldps i en sadan riktning att y-koordinaten 6kar.

/(2z—3y)dz+ (5z + 6y) dy = 127 + 3.
w

7. Lat

7.
Fr,0,0) = Y
dir A och B ir tva reella konstanter.
a) Berikna rotationen av vektorfiltet F, d v s berikna V x F.
b) For vilka viirden pa A och B ir vektorfiltet konservativt? Bestim en potential till F for dessa virden.
¢) Vilj A och B enligt b). Berikna kurvintegralen

PR
c

Aatyi+ (o + By?2?) j+ 2%z k,

V xF=(6-2B)y’zi+0j+ (4 - A’k

b) F konservativt medfor att V x F = 0 6verallt. Detta ger A = 4 och B = 3.
Potentialen blir da

o(z,y,2) =2y + 922 + C,

dir C' ar en godtycklig konstant.

diir €' ir den kortaste vig pa sfiren 22 + y? + 2% = 4 som gar fran punkten P = (v/3,0,1) 6l ¢) For A = 4 och B = 3 giller
punkten Q = (1,1,v/2).
/p.(lr=¢(1_1,\/§)_¢(\/§,u, 1)= (180313:4)
(o}
Greens sats. é— J Kurvan C omidater
G eliprskivan € : ¥x%y®c 4
8. Berikna kurvintegralen 3
f @ —rde s -y, .
o £
dar C i ellipsen 422 + y? = 4 som genomlops moturs.
Greeas sats ger
8. Grcens sats ger $ Oty o Cxgldy = [[ 2 (x-3)- £ 62y ola
€
f(zz—yz)dﬁ(z—zy)dy: / (1+y)dA =2 B
(o}
Ax3+y?<d :jf /_3_(0_15),“=jf“y44
(161220:5) E £

. X=u x -
Variabelbyret {y: 2 9o Jl)= /Lv :_, (: “ i{_ 2
M v

Allsa
Ak = drdy = T(uy) duds = Lolwdns =

H(“ﬂ )dA = jj(u 2v) 2andv = 2 [{ (142v) dudv
vt | ATES

- 2(m+0)= 4T

©

=

. Beriikna kurvintegralen

{f?'/:{ Hurvan C Gv inte stutene mon kan
stutas med on riat bingy [ mollar (4-2) wh

;fh,éf}f Greens suts gadlir
Foidy = [[ 22 25 44 =
CuLl 4 DJT wy

f [ ylosxdr+ (2ysimx+x4))dy

= ff.'zjw:mr/ - zgcos X dA
f 9 orxelx +{ysinx u,l/)@

-ﬂ/d/l S/Lg 2n-4

/ y? cosa dx + (2ysinz +x + 1) dy
c
som gar lings halvcirkelbagen

C:a?+y*=4, <0

fran punkten (0,2) tll (0, —2).
Anviind girna Greens sats, men kurvan ar inte sluten, sa den maste slutas till pa ett lampligt satt forst.
/ yPcoszdr + (2ysinz +x + 1) dy = 27 — 4.
(e}

(130603:4)

11. P, kurvan g Y
o [2cost+sint z ?‘
G:xlt)= [3c05172sinl] (0<t<2m). {

beskriver en ellips i planet som ér medurs orienterad.
a) Berikna kurvintegralen
f ady
(e}

genom att anviinda parametriscringen for C.
b) Anviind Greens sats for att bestimma arcan av det omrade som omsluts av kurvan C.

2 cost « st
r = cbe2m
rE)e [SMS[‘:U’MF Gkl )
AF _ 2sint + st
X at " | ~3sint -2t
11. a) En dirckt berikning med parametriseringen ger

2%
dy
f;.mly—/ sl dt = ~Tr. 2

2T 2T
b) Lat D beteckna det omride som omsluts av C. Av Greens sats foljer att 55 X "lﬂ = 5 X L@p{ﬁ- = 5 (2 cos t45in f) (,a:inhzwrb)»{k
ar
d
Area(D) = — f zdy=Trac. t=0 o
‘ rh ot
(180529:5) _§ qeoste 4 Bsint + w*
0 34 st 4 5in A
2
o [ rearteas o 9§SM‘”‘*)
0 o~ i
(14 o8 )
‘1-0) g = B
= i G EE e ‘Iv@-"“’o))‘ _
— o . _
b) F(m):[x] 5 $FMT G0 dxexdy - Gy
£ c e
E%“’JUW\ C & medwrs grlenterad 3271&/ Greens
saks  med et minustecken fram fov HL
& 36 oF
Fodr= - )12 8,0 _((_ L 0
g o ﬁ,,x gk = -Jfi-od4 - Ana(0)
) obs! D D
Allls Aea(0)= - §xdy = 770 (0]
| _
12. Lit € vara den kurva i planet vars parametrisering ges av 12. a) En direkt beriikning med parametriseringen ger
Cix(t) =t(1—t)i+ 21 -t)j 0<t<1). 1
) =tl-Di+(1-1)j (O0<t<l) }{xdy_/ W1
C genomlsps i en sidan riktning att ¢ Skar. © dt 60
a) Berikna kurvintegralen b) Lt R beteckna det omrade som omshuts av C. Av Greens sats foljer att
s
c Arc"(m_ﬁxdy_ 60 ““ (171019:5)

b) Beriikna arcan av det omride som omsluts av kurvan C. (Kurvan korsar inte sig sfilv i nagon punkt)

Ytintegraler. z Don Sohta glwn Y beskrive av
13. Berikna arcan av den del av cylindern @2 + y? = 4 som ligger mellan planen z = z + 2 och z = 0. / y X1+5l- 5 oszxeR
=2
= {;S pcan (b kourJ_)
oS & 2esb+42
Y ¢ homeniet ;,;,;oymwam x‘qy?:‘/ ges ov
AdS = 2dode E oAs
2T 2050+ 2
Area(¥) = f A5 = ([ 2az ol
2 % @
= 2. j Z2c086+2 d6
0

= 2.<04_z_7;u):ﬁ
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densmeizon 205
14, Lat T vara den para iserade yta i R® som definicras av 14. a) Areaclementet for T iir dS = /3 ds dt. Arean blir dirfor v/3/2 a.c. " [ax
b) 41 2= |5
) B 0 P o anvindn Gawst 547,
Tie(s,t)=s [0 +¢ 1| (0<s<1,0<t<1—s). //e“"*‘dS: V(2 41). R o o = 7 Y & it siten si v pernmpprivne Y mel 1 oo an sy Kommantar: Hon hon Mi MM::*
1 1 o -F = L (2 e (0)= 20302 L oplimelniska. kewdmater oot testar on direkt boik== § [ gumte cosnte ards < f [2eaesinte] "o g dl miste Y sbetes
o G A s Yo
4) Berakna arean av T. Tips: T dr en triangel (180313:6) @) Eftunm sffien @ sl foa 7 275 ! ps) S s %“iwfr | ZW —— e
b) Berikna ytintegralen adiuedts R o oy =Y I o g Ui ) oceexel
f'(k LS '\JSVI’W’ e o 2 ( wseds 11T0)wi:/‘-’i,{.94fw&/,9
e=tvtagg, K: aged’ | 2 S Hu-wsnt)
4/ ) o R NdS= N - 2.0+ 4T waﬂ I
) f ] ks Eftusom R pebar bt frin 2-axdin viGer 7 @ gus Yol o B
15. Lat S beteckna den yta som definieras av z = 1 — 22 — y2, 2 + y? < 1. Beritkna arean av ¥. d::j‘w 2% awel = ST - _ A‘*ﬁ‘”“
‘ (o § ] 3] e i (1§ o av= [fFase frius e
B sotes LTF v e ! L e
() = //dS // T AR dedy = 2(52 - 1) R = %
Arcal = VI+422 + 42 dedy = —1)ac — — i
I 7 - 2 i~ 7 p
st 45 =i+ ) - ()= Vi (2% (2y)" ety 19. LatY beteckna den p iserade yta i RY som definicras av 19. 2
150317:5)
( dudy Y:x(s,t) = e*costi+e’sintj+sk (0<s<1,0<¢t<2m). Cf’stl i
sint| eller N=
5| AS = Ve 40xeyg®) dedy w“"* eord. Y antas vara oricnterad s att enhetsnormalen N pekar bort frin z-axcln. —e
— 5 e a) Visa att en godtycklig punkt (z, 3, z) pa Y uppfyller ekvationen 22 + 32 = €%* och bestam enhetsnor- b)71(22+12
Xage | 75 \/’_" ,(,M malen N. 7 (190601:6)
S ; Ee Area(Z) H 45 = SS Sy b) Berikna flodesintegralen
2 1-xty? .
= g ~) ¥ay’ | N
v PR [ | )3/1Jr //F-NdS
— .
- . 2 2 = SVIRAT rdeddb - 27 [z (1447 v
Ytehnt v 2 ({mkhmsﬁ\ zel-3Y > o =0 av vekiorfiltet Fladesmiey c »AI
—— — e F(a,9,2) = —yi+aj+ 2k wt
§ o e B2 ~(2) - Sl a0 )’ ey = T(s™0) ae ’ JF N"“‘JJ [ |t | s
29 A = ~e
Hudey ﬂ P oo aom elery Lo N=N_ @b 2.
s J D nwil - N mf _ i o" e mr'| wit
16. Beriikna arean av den del av konen z = /22 + 2 som ligger innanfor den ovala cylindern 522 + 422 = VOW'S pmekhm Uaer  Pnan . X= e*wst- > e - j § st [+[smE | e s
36. tallopmen WP/W‘K{MWJ Yildy. ossme (“(‘”) Mewd 2: o o -¢
- 0% 14 AT ~ a 2, NI s
Y v ges v L t Yiens ehv. & Flugp)= x%y® e¥og - ettt < st ot 58 < 58

6. S kurnushun bl K 2 s
: et PR, S T e VF(osp)- |4 4 ! C o e
0\507174%(/14’1 fa”_( o AS = I+ (VF o((c(ﬂ i 7[[, j) \ 4_‘42 = @) VL= xtyt  th ' 9,%) l-lje“] ‘<> N-H[ :“] = S el etads »‘LTJ y As oo

i (e s 2 25 (0,2 24 N ﬁ 0 0 Y,
_ L2y VL = (efwst) s (ehsmt) = e* (wsPesm™t) =
2 2 V= | s 7 fixi - »
SX Ty 17("72"72) =3{ 9 W% ‘/jz: 36 '*3 2y - \V]Llif (—1 )¢ 4 ]2 ( e el uL v ':—1“([ ’] ‘S'l “")
- (Gd = | = — . - — d 2
)(Z 51 / 1@: . X {xnjz Det fons i e amt bestime en normal N ;’) E(wy }) - \3] = .o (1‘_2 _ i[ibzxg_r)) ~ _zn(‘}_c/’;(gl_l))
e o ‘ = P o ~Sedy - 'y N
7 > = Av.s 0hbbmen av Den sglbo que. {2 . R : Coz s (de™d) - Jm
9 ¢ I phg oA 5 o <N R ¢S ot z ~ werytn  toler A = ey ) = - T (M)
Slearnmy ska : ,’F’w;! qu i ‘:’r"l' ?!"""‘] Bfiease ¥ A—;,‘m prren s K bae: R bt
j rvan )(J fzﬁ/tﬂ(// ar en d‘zp)‘ SS ‘+NH?0& — S | it e 0 o . e divek € berd g »mmkw o aniida, Gais S04, N G mk S
Den kf—A . dy = N2 S AKAj -z M 2.3- T f-elint e e ] Openterat lelomant . Mo o s L stagteet aa | & ook B slalur 514Y
Sakia. ylan bestiy an abls punkler pa kd Lo 8o - s wt ¢ g —
an pun P! M v < ' —_— N )27 %7 M bort fri ; s e dsdb
a % )g| —_ = gt e s (pekar borl fﬂmz.mw,/ Np(!-—..,T)-x?[_dIMiE T %,3 xhyler, 3D
17. Berikna arean av p tan (cn torus) som definieras av ALM AV ;
(73 ég,mmF 20. La o - -
£(s,1) = (2+ cost) cossi+ (2 + cost) sinsj +sintk, (0< st < 2m). fore 7 z ' Pe,3,2) = yei— oz + ok A tondlelssfaren N ar mbe_sluken
17. re = ¥h2)= - b ot g ) &
2 2y BF, I = [=sms { 2rwst) coss(ztawst) O Bestim fladet av vektorfiliet F genom ytan Vi provar "(“”4’: - ”ﬂf—fﬁﬂwj
Area—/ / 3 % i et = 872 ae. 723 Pt ¢ Y Flodet. P sfizen ar ot
=0 Js - - cos§ sm -smgs Y:o?+y?+22=1, 220, y20, 220 (splist it anvisols Soivha
: orienterad si att normalen pekar bort fién origo. Japrdinales
é Flst)- o[ ¢G5S s b (2+ as (‘) 20. En direkt berikning med sfiriska koordinater ger A (X7 [enhetmormal, )
)= (s m*% thf/«w), smé) s s wst (24 ase) [froias- o o N2 [3] (TR
y 8 : <
or _ —3/"5’(&4-50;) ~ ¢oss smé sint (2+awst AS = singdddé (ytelemert)
Y cosf(zua:(j %_ = o SR (180112:6b) I
cost A wan ges v el [}” [zﬂ 2 Pprigpenga 5 KUE
21 21 5F e mm; 7
2 9/ = ,» ;//;/y
5 f / oAs dt = ‘( _{(2,‘ ws(—) As db- j FoN j,(xﬂ”(f jJ wsdsing. ;,mmdau/f Y
¥ 97
= j 056 5ind o(é)fsm’yﬁw%/}{ ('4(‘”2‘9] [’ymﬂ
=0
= 2.(27{) - 27(2 . 0 4sinze O
— - sin0
Flodesintegraler. 18. 2) Gauss sats ger ( MRS 0) (sin'gt =i )
F-NdS = V-FdV = 16—"
18. Bestim flodet av vektorfiltet a8 A Lo
F(z,y,2) = 2zi+3yj -2k b) En dirckt berikning med en parametrisering av Y ger
genom ytan Y om . - y
a) Y iir sfiren a2 + y? + 2% = 1, orienterad s att enhetsnormalen N pekar bort frin origo. / / B eNdS=iom: (180529:6)
Y

b) Y éir den del av cylindern 2% + y* = 1 som ligger mellan planet 2 = z + 1 och planet z = 0,

orienterad sa att N pekar bort fran z-axeln. Losning foljer pa nésta sida.
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c) Den dd av DT som tyger i plorst y=0

densmoi2021 08
. 2y e )
21. Lat ¥ beteckna ytan 2% + y* = 1+ 2%,0 < 2 < 1. Berikna 21. En dirckt berikning med en parametisering av ¥ ger —6_1 Eex it Ln;(;y) G MU‘; JMJ 9 flidet genom alla 4 sicter
. e = o i
//F~Nd5 //F,Ms=2,,_ gz sm (xy) p
¥ ¥ ) o.E 5 ffF Nalf _fff\? FodV ffj;d\/ {:-;7(‘ D{ __[ (vzlwlam»/mn)
’ P ‘
om F(z,y,2) = #i+yj + 2k och ¥ ar orienterad sa att K pekar bort fran z-axeln. (150116:6) F= %(wf(w)) *)y (92) + & (yesmb) T = S= dede
Nz . —x-y o5 Ay
‘| L e c el gomon) o3 e guinces) = 2 =S fm»w«ff 4] "y, Pkt F e fo
- S = |\aaT sme | dodz Lédt U vara omdde bp 4 = ) ) i
s ) T & st awdoe i R vars ool T bust ,_iul o ]0( S{pNoU H[ ]{.],M;
Ziy, ez = VIT ok ad e I BEEsl /el ) av A St briangulia plara ylor, o KL agRL = ,( [- 3(" -9) ‘ yzsmey) ) Lo
ogz & X r=a iR 0$6 €2 koord. | oy, ¢
- = Yi<laz / ) . A = 4 P Bl e i o s da L
¢ FMZ}:[;JQF(F'H)Lyﬁws 0sr <zt T {‘ijé; !Dj< Kfiesi = 5['4("’() fep € B = jj—g‘tp(?dk =0
o $2§ -x- =3 25 -
Z 12222 J Ssl z Da QM(M W= ZUBUL  Guus sabs gor E = lkl‘i x0 2=0 (5:0
: - aledes B = 5 — > o
0% 0< 2TC (gl keord. ) i & & F.oads = (16 @ EAV Flodt hur allls€ nall genom VeJgen 4=0.
cczs | jg EadS. ﬁfz‘w VAT arg 2U ) : _
) ) Nz sme |« [V smo| dody Dessubom qalle, 25. Lax o S| Fluwa: gi-x7ezk Metod 22 Vi amindor Gocess sate. Y 5 pte stuten,
Mebod 1 (Dirckt beraknmg ) 0o L = -2 @ F(z,y,2) =yi—aj+zk . o kan stutas U mesl corhelobivom
d/ . I FefdS = (5 FoadS+ (5 I KF " Bestim flodet av F genom ytan Yiodghats g, an b femt S A o]
. 2% oy =t r ) 2, ! 2.2 2 . ‘ jxh 3 ) Nr{v
z porsmetnicas o T (6,2) = |\ smb "B (1+2*) (5% +sm®0) — 2 d6 dz. a 2 1\54_2“ : : v +Z.*4: = :‘(r‘):{ﬁ;m& I:’“:‘m“““’“’ ! ’ == 7‘3@4
z Y SV = £ 003 rdrdadt - 2anf [0 om Y iir orienterad s att normalen pekar bort fién origo. sbvirmiaaing V sin D bt s rnkgter U oo
27 [~z eme =05 1 dode = aq = 2n U Bk % "y Rt ocsean u {xaﬂazlsﬁ
L EE : = ' 3 J= L sing #A cge T 2o -
e Vi+22 ws 6 ) ;i; \%IUUG ¢o = Kﬂguzio(z:S'wr [1*?;70: 2= 2cwsf ZEEES L 23| " U=Yub
o z ¢ 3 & n X at & e
= e Mewd 2 (Gauss sats ) KF'na(S i [3 thmbj . f= &4 3] ettt iy Fontigh Gawss sats o
< = 4 -0 =
! Z @ mte slabn, men slaes quom ok (@3 e : dS = 2%sing dg o 55 v.mv- (R ds ,[ ;m I
9 o recs HW WA cirkelskiver B ook L = otz (Sl 8l dlay vyatf Loz v
4 4 OF o7 X Vitz? ws6 (] ver B och g (= [ ] [o _ 2 (o % .1(‘1)( xyr2?)- ta ~
ndS = + 55 257 409z =8\roT ss| Asas '%L na ﬁ ¥ f]%x»fﬁ :H\Anlﬂ -TE)-2 Sitats - : Efbeiom V-F= 7%@%,%@,),,&,), aFanie
- 2 ¥z Xegle 1 2 8 — Fir o
. \ A ¥ .
N pekar burt fr 2 aveln < A har negativ / Wf . j) Fildf= H LoulS = £ § 5 () 4sing e ngmv, ‘U»W _ J(H mﬂ),;,
. DFendS= AT-p- 2w = 27 Y ¥y Ll TR
2 ~kompment —_— “ z = 2 Ex s
- = 8 Sdo [ smfen'fly - 5ax [ 4 o] = Sl s w(a- 1577
Gan 1 h o v Fer T n(wtw) a1
luss sats. ERAg r N
& L 9K & s i et L) g B
2. Lat A e bort frin K. Fohds = S[3] []as- 5 feanas- ff coady
F(z,y.2) = zi+°j+ 2°k. u s R pereer Cut v ) 25. Anviind Gauss sats, men ytan ir inte sluten si den maste slutas till pa limpligt sitt forst. iy’ 3
= - . s = 3T
Bestim flodet av F ut genom randytan till kuben / / Foas 2 T e
-1<z<1 N
so= v “F NdS= j(j’vwv Nds= ST
K:q-l<y<l1 Gouss saks ger (170113:5) 5 = %)
-1<2<1 = {r(«‘777mﬁ
- e SR
22, Gauss sats ger [ Fas j” V-FdV = Lﬂ (2)+£ (97)4 ()dv
i / / F.RdS— / / /V Fdvr—s 2K 26. LatY vara den yta som definicras av 26. Anvind Gauss sats, men ytan ir inte sluten si den maste slutas till pa limpligt sitt forst.
y ’ Yiz=yaZrgh 1<z<2. 311r
oK K j_{ 2 “NdS =
Vi antar att N pekar bort fran K. _( 3y'dV = jf f3y dy dz dx Beriikna fldet av vektorfiltet
(161220:6b) =1 F(z,y,2) =2*i+y°j+ (2’2 +y22) k (171019:6)
' Y,omY ar 1sd att ent malen N har negativ 2-k
— genom Y, om Y si at gal I
=22 [¢] = 22(1-00)
- 27. Lat K beteckna den koniska yta som definicras av
o Gauss' sats ger
= B K:\(z—22+y*=2 2<1 o -
— d s# att N pekar bort frdn konens Berikna flo ﬁf div F AV = ﬂ e
23. Berikna flodet av vektorfaltet 23. Gauss sats ger R
F@y,2) = 2z + 1)k ms / (@i+yj)-Nds. JSSMHV- g(“ e #ielez
genom sfiren 22 + ? + 22 = a2, orienterad s att N pekar bort frin origo. // -Nas = ///V -Fdv = ///(1 +yh)dV = K Jeatytert )
2
2dv = s
(910244 2" /3 j 2. mzldz = 2 [3 ]a
(130829:5) >
24. Lat F beteckna vektorfaltet s
o ) 2. )V-F=2 z ’ B 3
F(z,y,2) = cos(ay)i+ yzj + yzsin(ay) k. b) Gauss sats ger 5 SSFAS = [§ ¢9.0)-(00,0)dS =
a) Berikna divergensen V - F. //F,ﬁdsz///v.}—dv:i. = K _ L A
b) Berikna flodet av F ut ur tetracdern 2 P 2 F=(xy) S&Ledes
>0, y>0, 2>0 (190118:6) K &r inte stuten X = T
I {z+y+z<1. . f Foaf < ZE_p- A
N men tillslutes genom = iz 3 B3
Ytorna som omsluter tetracdern antas allts vara orienterade s att enhetsnormalen N pekar bort fran ate (iggu 61l gtan Lo C-)+y's ] 2=/ K
omradet.
o 28. Lat Y vara randytan till omradet 2. a) %
Fortséattning nasta sida b -2
(170529:6)

U {\/12+y7éz51

x>0

Y ér orienterad sé att N pekar bort fran U.
a) Berdkna flodet av
F(z,y,2) = (z - 2)i— (yz +y)j + 2’k
genom Y.
b) Berikna flddet av F genom den del av Y som ligger pa konen z = /2% + g2,

Fortsattning nasta sida
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32. Lat C beteckna skirningskurvan mellan cylindern @2 + y2 = 1 och ytan 2 =  + .

) Bestim en parametrisering av kurvan C.
) Antag att C' genomléps moturs sett fran punkten (0, 0,2). Berikna kurvintegralen

}{ —zdz +zdy + (x — y) d=.
Cc

b) Med Stokes sats fis

cost
sint
cost +sint

}(Cr-d,—:é/(er)-Nds:m

c:ru):[ ] (0<t<2m).

7
@:; Ny {vﬁ?fzs:gsz;‘; (st b e
T S L ¥%a L ap ;(l,
F= KY’Z] 2 VF B B0
= R o Tlidb o L dir C = OD.
WY G randyhn Bl U dus =Y. Tiott o0 F yonem T b3 %o kkorlsi Sha. mlegraal ov (180830:5)
U an alli besidnas el Gassy Mj-w o oo {1 ot boiin] Aledidy i ‘“Dr{'“’{’{[": s Sl I
T = - e - = =i
£ (0 o= /1s £ 1 F.N=| (7 @, T - N = -
JyL ;5”0“ j{Wz/a-g;JmM ix Yyt Fxy,2) = LZJ = UxF f[ é%
. v Tor L Z = x4 - P ’
. ,sz»,r‘;,“,z;%,?},o,,}4, 4,,L(U¢knr7., oi ) Vi anvancer S tohes swks | (GEr Fvem okt anv. puro™™)
v L 5 k3
= T (42 £) A e . \ Y X4yrs |
g Car ramodhwrva ik Ytom / ﬁ? - x4y
29. Lat ¢ vara cn godtycklig skalar funktion och F ctt godtyckligt vektorfalt, Bada antas vara definicrade pa Sk
RR? och ha kontinuerliga particlla derivator av ordning ett. DL te 2T XY Orienterat Yteloment fry Y
a) Visa att A ﬂ( i
- (6F) = V- F 4+ 4(V - F). o s o N = [4
) Antag att U iir ett omrade i R med randyta OU som uppfyller villkoren for Gauss sats. Visa att Z = X4y D 2 o st asmb | Allba o ka | dxaly
9 ]
$(V-F)aV = [[ ¢F-NdS — Vo -FdV. . cost o= o L ¥
N Fy =i ] i) o pametr (E.07 2 (f@n)fus = S TE) [
6 E4smé \ <
b ) 2 — e Y x4y <)
._( a) a% ¢F ) Gauss sats applycorad pa vektorfaltel JF ger oY kurvan 3
\/L-V(yff) J ¢ 2 - \I‘X — A - : Sq,wijﬂ.ljﬁﬁ
= o = a7 e - 2 ) — = ¢ ——
% <5 (902 (v5) 25) #F- NS = [(§7.(4F) av ki
Kl ¢5 J Z oD D K"\':—/ 33. Lat F vara vektorfaltet
|22 2 v¢.:$¢(v.f) (e,,h'ytx)) F(z,9,2) = yzi+ 207j + 3oyk. 6 { — yz
Lod ’ ES_E ) Berakna rotationen av F, dv s berakna V  F. . r ()(, y/?) ~ |axz
- o ~ N = VTV 4+ k= b) Lat L vara randkurvan till triangeln i planet z + y + z = 1 vars horn ligger i punkterna
777‘7*¢%F/+£2’F + ¢ M ¢ J/f w/ o D . §§§¢(v bl A=(1.0.0). B=(0.1,0), C=(0.0.1)
2 oy "2 Y Om T[Qj thvn ﬂ aw lrmer 7” orienterad s att hérnen genomléps i alfabetisk ordning: A, B, C. Berikna kurvintegralen
= %F+@’+2F g%, % oK fra
ox 1Ty 2757 =+ 22 _-?> i F = = 2 = i
\_,\gﬂﬁ_/ o T Sy g S s(wF)dv = jK?fP'Ndf'jﬁY%# dV
" D 2D D
- VeeF +  G(v.F) VsV,
= HL  vsv
Stokes sats. 3. a)
VxF=zi-2yj+zk
30. Under vissa villkor pé filtet F och den orienterade ytan Y med randkurva C si siger Stokes sats att b) Stokes sats ger f //_ ”
F-dr= [[(VxF)-NdS =0, ¢ d f’l”"
wn ian
d . . . - T L omsluter 5[‘6"" \/ Som o
lar 7" ar den triangel i planet = + y + 2z = 1 som omsluts av L. 6 W’/
(170824:6) wayer =1, Enh\g(’ S lkes Sabs g

fcr.dr=[/(V><F).ﬁds.

Mam ko auven parametriea huvon L

30.
Verifiera Stokes sats di VL:?{F.dr:% HL:/ (¥ % F)-NdS = 9.
F=zitaj—ak oh Y:z=2%+y? 2<22+8, c v
dv s berikna vinsterled och hogerled var for sig och konstatera att de ar lika. (120529:6) § dr = (mF) RS §dledes
L " -
. S S - ‘1 j 3 ¥ ! 2 = — — )
o ‘\ o 1 . [@F)fds = ([ [5]).]] s Edi = (Fodia (it (ot (ot amion fiyn)
6 = 1% ) o Ao § FLLF ;( i {1,3;(,“? 6 0—2F el N ovignterad enligt oln bt figueen. ¢ JYYL] ” 4 $ Lfl ; 4L{ +Lf3p.4, (se
L Y el = 3sme
i . (1+3cos ) - +95te = (046603 & Pé ykam N galr - - “ller
5 [-3sine GEs: OCBNTRCING © oL oY ” ~ -5 + : dedy B fg(x_lj+z}ddj -4 (1-35)dedy Fir by d s
Ii'{“;f:} ( ) ‘ Vj Zeloxoy = QdS=2)-g by ) e oo " L r(t)«(l e)[”]u ] [ ] (ostei)
65 1
U oabtese] [zl e - § . . & ) L Avaly) - 3 ff g de
- - r, h,u,‘g-]g[j:h Jd@ = P.g a. cmmkmhjw valjer vi (i med positiv 2-kempment rea ‘),,5 Jyj& 4 S Foai - JF(rlr)) _( z(' ” a][ ]d _
SKARNINGSevim B 2 "‘l"‘J‘=Z"*?<—‘)U"‘)&*‘dl'9/ ic [~ =3costr| [HTnE Projektioren av Y i ky-plonct - friemgehs = 5-3) j?d‘“‘j i-3 330 y)dy " o ¥ B o
2 = xbeyt a e R LN - o0 Pd liknende 5ol fif S Fidiz0 ok (Fai= O
] g( 056 - (8 gmE (s <305 C +IC 6 + 6 pn &~ Peineressle e {'3535‘ S Li-gz»jlq’]: 5 Ly P
& =
08gei-x " leswsiry ) ¥ Svmr: @F-M:O.
= L

14
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31 a)
VX F=2i+4j+ 6k

31. LatF beteckna vektorfiltet
F(z,y,2) =
a) Berikna V x F (rotationen av vektorfiltet F).
b) Berikna kurvintegralen
f F.dr,
fe]

dir C betecknar skirningskurvan mellan planet # +y + z = 0 och sfiren 2% +y* + 2% = 1. Kurvan
C antas vara moturs orienterad sett fran punkten (0,0, 1).

(22-3y)i+ Bz —2)j+ (y —22)k.
b) Med Stokes sats fas

fiF-h:é/(er)-Ms:%,

dir C'=9D.
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F(z,y,2) = ayi+22j+ 0k och T: {(z )
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34. Berikna

om

+yi=1
z+y=1

iir orienterad moturs sett fran punkien (1,0,2).

¢

34. Stokes sats ger
fF.dr=//(er)-NdS=n,
r

s

dirdS =T.
(150317:6)
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