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Repetition Lekt 1

m Forenkla
b a
a b
a
-+ 42
b + -+

sa langt som mdjligt.
m En rat linje gar genom punkterna (a, 3), (—2,5) och (3,9) och har
riktningskoefficient 2. Bestdm a och b.
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Kvadratkomplettering

Kvadratkomplettering

Utgaende ifran kvadreringsregeln
(x+a)* = x* + 2ax +

kan vi skriva
K+ 2ax = (x + a)* — d

Vi genomfor en s.k. kvadratkomplettering.
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Kvadratkomplettering

Exempel

Kvadratkomplettera x> + 4x + 3.

x> +4x+3=(x+a)?+b (Kvadraten kompletteras)
X +4x+3 = x* + 2axt+a’ + b (Leder till ett ekvationssystem)

2a = 4 (Koeff. for x)
a@+b = 3 (Konstanter)

Viharatta=2,b=3—a*=-1,dvs. x> +4x+3 = (x +2)> — 1.
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Kvadratkomplettering

Exempel

Kvadratkomplettera
B2 —3x+2
B2 42— 1
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Andragradsekvationer

Ekvationer, forts.: Andragradskvationer

En godtycklig andragradsekvation skrivs pa formen
X+ px+qg=0.
Den har Idsningen
_p A )
x= 2i (2) q ("p — g-formeln”)

OBS Koefficient 1 framfor x2.
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Kvadratkomplettering
Andragradsekvationer
Avstandsformeln
Polynom

Olikheter

Exempel

Los
B2 —6x+8=0
m-2x2+8+10=0

7 4
=54+-, x#0,1
x—1 X
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Andragradsekvationer

Rotekvationer

Lés om majligt ekvationen

Vo2x24+x—2=nx.

Kvadrering gor att ekvivalensen bryts! Vid ekvationer av denna typ
maste alltid lbsningarna prévas.

Staffan Lundberg MO0038M H15 8/37



Avstandsformeln Kvadratiska ekvationer

Analytisk geometri, forts.: Avstandsformeln

Avstandet d mellan tvd punkter med koordinaterna (x;,y;) och (x,y2)
ar

d= \/Xz—xl + (2 —»)?

Exempel Bestdm de punkter (x,y) i planet som alla har avstandet 3
langdenheter till punkten (—4, —2).
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Avstandsformeln Kvadratiska ekvationer

Kvadratiska ekvationer: Cirkeln

En cirkel med radie r &r méngden av alla punkter P : (x,y), vilkas
avstand till en given punkt M : (a,b) (medelpunkt) &r konstant:

r= \/ (x —a)?>+ (y—0b)* (Enl avstandsformeln i planet)

-

N S

X
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Avstandsformeln Kvadratiska ekvationer

Andragradskurvor

Cirkeln hor till en funktionsfamilj, kallad andragradskurvorna. Dessa
beskrivs generellt av ekvationen

Ax* + Bxy+ Cy* + Dx+Ey — F=0.

Med hjalp av kvadratkomplettering kan en andragradskurvas
geometriska betydelse analyseras.
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Avstandsformeln Kvadratiska ekvationer

Exempel

Bestadm den geometriska betydelsen av andragradskurvan

K +y* —dx+ 10y + 13 = 0.
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Polynomdivision
Polynom

Polynom och rationella funktioner

Definition Ett polynom ar ett uttryck pa formen
apx" tap XN e faxtay

dar n ar ett naturligt tal och ag, ay, .. .,a,_1,a, ar reella tal.

Nu skall vi anvéanda polynomen i ett speciellt sammanhang.
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Polynomdivision
Polynom

Definition

En rationell funktion r(x) definieras som en kvot av tva polynom p(x)
och g(x):

dér g(x) # 0.

Att analysera rationella funktioner hér till de vanligaste uppgifterna i
en grundlaggande kurs i matematik. Till det behévs en hel del
verktyg. Vi skall titta litet nArmare pa ett av dem.
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Polynomdivision
Polynom

Polynomdivision

Nar man léser polynomekvationer av hdg grad, finns det inga
bestdmda metoder, i stil med I6sningen av en andragradsekvation. |
sadana situationer anvander man sig av en speciell metod,
polynomdivisionen, for att i basta fall kunna faktoruppdela polynomet.
Vi ser pa tekniken i ett exempel.

Exempel Polynomdividera

X +3x -4
) = X2 +2x+1"
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Polynomdivision
Polynom

Losningsforslag

Vi anvander algoritmen for "lang division”(har den s.k. trappan) pa
uttrycket (1).

x+1

x2—|—2x—|—1) X4 342 —4
— X =22 —x

¥ —x—4

—x2—2x—1

—3x—-5
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Polynomdivision
Polynom

Ur exemplet drar vi féljande lardomar:

Praxis Skriv polynomen med fallande gradtal.

Skalning Multiplicera nAmnaren med lamplig faktor. Efter
férlangningen skall de ledande termerna
Overensstamma.

Eliminering Subtrahera. Ledande term forsvinner. Ger upphov till
nytt polynom. Upprepa proceduren.
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Polynomdivision
Polynom

Polynomdivisionen gav féljande resultat:

3x+5
= L
SO =8l e e
kvot N——
rest

Vi sammanfattar:
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Polynomdivision
Polynom

For godtyckliga polynom p(x) och q(x) existerar tva andra polynom
k(x) och r(x) med féljande egenskaper:
p(x) r(x)
B — =k(x)+—=
a0 =T
m gradtalet hos r(x) r mindre dn gradtalet hos q(x)

m Om r(x) = 0, gar divisionen jamnt ut, dvs. p(x) = k(x) - g(x)
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Polynomdivision
Polynom

Exempel

Bestam alla (reella) rétter till ekvationen

2 —Tx+6=0.
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Polynomdivision
Polynom

Losningsforslag

Genom s.k. prévning konstaterar vi att x = 1 ar en rot. Det betyder att
p(x) = (x — 1) - g(x), dvs polynomet &r delbart med x — 1, enligt
faktorsatsen. Vi utfér denna polynomdivision.

2 +x—6
x—l) X —Tx+6
— x>+
x* —Tx
—x% +x
—6x+6
6x — 6
0
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Polynomdivision
Polynom

Med andra ord galler
X —Tx+6=(x—-1)-(*+x-06).

Vi gar vidare och I6ser den aterstaende andragradsekvationen (gor
det som nyttig 6vning) och far rétterna x = 2 respektive x = —3.
Kontrollera detta.
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Olikheter

Olikheter

Ibland vill man veta vilka variabelvarden som uppfyller en féreskriven
olikhet.
Metodiken liknar den man anvander vid ekvationsldsning.

m Man far addera/subtrahera samma tal till bagge leden i en olikhet
utan att olikheten férandras,

m Man far multiplicera/dividera bagge leden i en olikhet med ett
positivt tal utan att olikheten férandras,

m D& man multiplicerar/dividerar bagge leden i en olikhet med ett
negativt tal, andras olikhetstecknet.
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Kvadratkomplettering
Andragradsekvationer
/standsformeln
Polynom
Olikheter

Exempel

Los
H2x—4>2
B —3x+2>-2
Bx—5<2x+3
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Kvadratkomplettering
Andragradsekvationer
Avstandsformeln
Polynom

Olikheter

Exempel

Los
BE(x—1)x+3)<0
mx2>3x+10

Bl<2x+5<5
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Kvadratkomplettering
Andragradsekvationer
Avstandsformeln
Polynom

Olikheter

Exempel

Los olikheten
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Olikheter

Losningsforslag

Skriv om olikheten p4 gemensam nédmnare:

3 2
+-<0
x—1 x
5x—2
T <o
x(x—1)
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Olikheter

- S5x — N
Vi sétter Q(x) = r— och stéller upp ett teckenschema.
XX —
0 0.4 1
| | | R
[ [ [ >
X - 0 + + + + + + +
5x-2 |- - - 0 + + + + +
x-1 - - - - - - 0+
ej €j
QX) |- gef + + 0 - - - def *+
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Olikheter

Vi avlaser fran teckenschemat att

{x:—co<x<Oeller2/5<x<1}
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Kvadratkomplettering
Andragradsekvationer
Avstandsformeln
Polynom

Olikheter

Avslutande exempel

Los olikheten

Y
+
= |

N =
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Kvadratkomplettering
tioner
sformeln
Polynom
Olikheter

Las (och 16s) pa egen hand

Kvadratkomplettera 3x*> — 9x + 6.
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Olikheter

Losningsforslagsforslag (tjuvkika inte)

3% —9x+ 6 =3(x* —3x+2) (Alltid koeff. 1 framfér x?)
¥ —3x+2=(x+a)’+b
¥ =3x+2=x*+2ax+a*+b

2a
a*+b

3321 3\? 3
2.2 _ [ D R _ - _ =
Svar:3x* —9x+6=3 (( 2) 4) 3( 2) a1

-3 (a=-3/2)
2 (b=2-d=-1/4)
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Kvadratkomplettering
tioner
sformeln
Polynom
Olikheter

Las och I6s pa egen hand

Lés foljande olikhet
|

<
x—1 x+2
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Olikheter

Losningsforslag(tjuvkika inte)

xil < x% Flytta Gver till VL

xi 1 xi 1 <0

3(’6(;11)1)(;5:) Do oss! Teckenbyte
#@5“) <0 OBS Mult. ej med (x — 1)(x + 1)
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Olikheter

Teckenstudium av Q = %

-5 -1 1
» X
x+1 0
x-1 0
X+5 e O
Q e O

Svar: Olikheten galler fér x < —5 eller —1 < x < 1.
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Olikheter

Las och I6s pa egen hand

m Avstandet mellan en punkt P och en linje L definieras som
avstandet mellan P och den punkt pa L som ligger narmast P.
Bestam avstandet mellan origo och linjen y = 2x — 1.
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Olikheter

Losningsforslag—tjuvkika inte

Valj punkten (x,y) godtyckligt pa L. Med avstandsformeln:

d=xX2+y =@=2x—1)=/x*+ (2x—1)2
Vi far att
d® = 5% —4/5x +1/5) "= 5((x — 2/5)2 +1/25).

d* (och darmed d) &r som minst for x = 2/5. Punkten P har

koordinaterna (%, —1). Sokta avstandet: \/4/25 +1/25 = 1/V/5.
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