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Exponentialfunktioner Vagréat asymptot
Talet ¢

Exponentialfunktioner

"Anvandningen av Internet vaxer exponentiellt”, skriver IT-féretagen i
ett remissvar till Naringsdepartementet. Vad betyder det? Man vill
peka pa nagot som férandras — vaxer eller avtar — procentuellt, dvs.

med en viss bestdmd procentsats per Ar.
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Exponentialfunktioner Vagréat asymptot
Talet ¢

Exempel

Mangden hushallsavfall i Sveri-
ge uppgick ar 2002 till 467 kg
per invanare. Man forvantar sig

en Okning med 4 procent per

ar for de narmaste aren. Av-
fallsmangden y kan beskrivas ' .
med en exponentialfunktion:

y=467-1,04° ,

dar x ar tiden i ar.

Anmarkning Talet 1,04 i y = 467 - 1, 04" kallas tillvaxtfaktor. Férstar du
varfér funktionen ser ut som den gor?
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Exponentialfunktioner Vagréat asymptot
Talet ¢

Exempel

For radioaktivt sdnderfall galler for ett visst preparat funktionen
N(t) =Ny - 0,88

dér N(r) &r antalet karnor vid tiden ¢ (ar) och Ny &r antalet karnor vid
t=0.

Tillvaxtfaktorn ar i detta fall mindre &n 1. Vad innebar detta for grafens
utseende?
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Exponentialfunktioner Vagréat asymptot
Talet ¢

Sammanfattning

m En godtycklig exponentialfunktion skrivs
yx)=a-b*

darb > 0.
m Grafen skér y-axeln i punkten (0,a) men skar aldrig x-axeln.
m Om b > 1 ar grafen "konvext vaxande”.
m Om 0 < b < 1 ar grafen "konvext avtagande”.

Vad kan du saga om fallet b = 1?
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Exponentialfunktioner

Exponentialfunktioner, forts

| ovanstdende figur ser vi gra-
fen till funktionen f(x) = 50 - 0, 6
(som utgdr en modell for t. ex.
radioaktivt sonderfall). Vi staller
oss fragan: Vad hander med gra-
fen for stora x-varden?

Vagrat asymptot
Talet ¢
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Vi ser att grafen alltmer narmar sig x-axeln, utan att helt sammanfalla
eller skara den. Den vagrata axeln utgoér en s.k. vagrat asymptot.
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Exponentialfunktioner Vagrat asymptot
Talet ¢

Definition

Linjen y = k ar vagrat asymptot till kurvan y = f(x), om f(x) — k, da
x — oo eller x — —oo. Avstandet mellan kurva och asymptot gar mot
noll fér stora |x|-varden.

Vi kommer att syssla med asymptoter langre fram.
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Exponentialfunktioner Vagréat asymptot
Talet e

Talet e

Vi har hittills studerat exponentialfunktioner av typen f(x) = a - b*. Vi
har stéllt krav att talet » skall vara stérre an noll. Lat oss emellertid
bdrja med en intressant iakttagelse.

Betrakta exponentialfunktionen f(x) = b*, b > 0,b # 1. L&t oss, for
sma varden pa talet &, studera &ndringskvoten

f(x + h) —f(x) o bx+h —b* re&?/
h B h B
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Exponentialfunktioner Vagréat asymptot
Talet e

Tabell

b —1

Hur uppfoér sig kvoten for "sma” h-varden?

h 2,6'—1 2,75"—1 31
I I I

0,1 1,0026 1,0645 1,1612
0,01 0,9601 1,0167 1,1047
0,001 0,9560 1,0121 1,0992
0,0001 0,9556 1,0116 1,0987
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Exponentialfunktioner Vagréat asymptot
Talet e

Vad hander da & blir mindre och mindre? En viktig iakttagelse ar, att
h

for ett b-varde nagonstans mellan 2,6 och 2,75 tycks kvoten
allt mer nérma sig vardet 1.

Konsekvens: For ett b-varde nagonstans mellan 2,6 och 2,75, betyder
det att andringskvoten, fér sma h-varden, kan skrivas

fx+n)—flx) [ — [
h - h

~1-b
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Exponentialfunktioner Vagréat asymptot
Talet e

Definition

Detta intressanta faktum, att andringskvoten tycks narma sig
exponentialfunktionen, galler fér ett speciellt b-varde, som man kallar
e. Talet e ~ 2,7183... utgdr grund till den s.k.

naturliga exponentialfunktionen:

En godtycklig exponentialfunktion f(x) = a - b*, med basen b, kan
uttryckas som den naturliga exponentialfunktionen:

f(x) =a-e*, darb=e*, for nagot tal k.

Minnesregel
k>0 f(x) tillvéxer,
k <0 f(x) avtar.
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Exponentialfunktioner Vagréat asymptot
Talet e

Kuriosa

TONODACNANA
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Réknereglel
Potensfunktioner EITEERIE

Potensfunktioner

| definitionen av en exponentialfunktion, befann sig den oberoende
variabeln i exponenten, medan basen var fixerad. Nu gor vi det
omvanda, s att basen blir den oberoende variabeln, medan
exponenten fixeras.

Funktionen y = x?, dar p ar en reell konstant, kallas en

potensfunktion. Definitionsmangden ar atminstone 0 < x < oo, men
kan (for vissa val av p) expanderas.
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Réknereglel
Potensfunktioner EITEERIE

Egenskaper

Sjalvklart spelar exponenten en viktig roll nar det galler att bestamma
egenskaperna hos en potensfunktion.

m Om p ar ett heltal (t.ex. p = 2) eller vissa rationella tal (t.ex.
p = 1/3), sa &ry = x” definierad ocksa for x < 0, ibland fér x = 0.

m Om p = =2, hur ser definitionsmangden ut fér detta p-varde?

Lat oss analysera nagra grafer.
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Rak le
Potensfunktioner EITEERIE

Egenskaper, forts

| vidstaende figur ar graferna till
de tre potensfunktionerna y =
x2,y = x" samt y = x'/3 avbil-
dade. Definitionsméngderna va-
rierar som vi nyss namnde. 3

Anm Funktionen x™ ar definierad for 0 < x < oo.
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Potensfunktioner RERSTEEg

Potenslagarna

For potensfunktioner galler féljande rakneregler, potenslagarna:

m =

1
mx?=—

XxP
m P xd =P
B ()1 =

[ | xl/p:\I/;
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Potensfunktioner RERSTEEg

Anmarkning

Antag attx =3,p = 2.
Vi betraktar talet 3. Enligt en rékneregel géller

30,5 . 30,5 _ 30,5-’1-0,5 —3.
Detta kan alternativt skrivas (3°%)% = 3.

Det enda positiva tal som har egenskapen att dess kvadrat ar lika
med 3 ar (kvadrat-)roten ur 3. Saledes 3!/? = /3.
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Potensfunktioner RERSTEEg

Exempel

m Forenkla //xvx—1(x?)%/3

m LOs ekvationen (x!/3 +2)(x'/? —2) =12, x > 0.
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Potensfunktioner RERSTEEg

Sammanfattning

Potensfunktionen y = x”, darp € R
m &r definierad fér atminstone x > 0,
m har, fOr vissa val av p, hela tallinjen som definitionsmangd,
m ar vaxande omp > 0,
m ar avtagande om p < 0,
m gar genom punkten (1,1).
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Potensfunktioner RERSTEEg

Avslutande exempel

Radien hos en sfar ar proportionell mot kubikroten ur dess volym. Om
en sfar med radien 18.2 cm har volymen 25.2 liter, bestdm radien hos
den sfar vars volym ar 30 liter.

‘WO g6l ~ 4 IeAS
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