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Lasovning

® "Summan av tva tal” a+b
m "Differensen mellan tva tal” a—b
®m "Produkten av tva tal” a-b
m "Kvoten mellan tva tal” %
m ’x proportionell mot y” x=k-y
.. . 1
m “x omvant proportionell mot y” x=k- 5
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Repetition Lekt 7

Forenkla
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Trigonometri Radianer

Viktiga egenskaper

Trigonometri

Fran borjan utgjorde trigonometrin den gren av matematiken som
sysslade med att analysera trianglars egenskaper.

Ordet trigonometri kommer fran grekiskans triganon ‘triangel’ och
metron’matt’.

Fran borjan tillampades trigonometrin inom bl.a. astronomi och
navigering. | vara dagars matematik méter vi trigonometriska ofta i
tilldmpade sammanhang for att bygga matematiska modeller av
diverse periodiska forlopp.
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Trigonometri Radianer

Viktiga egenskaper

Vinkelmattet radianer

Vid vissa sammanhang ar det en férdel att anvanda reella tal som
vinkelmatt.

m Radianer innebar férenklingar i formler,
m Manga datorprogram anvander radianer som standard.
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Trigonometri Radianer

Viktiga egenskaper

Definition

1 radian (lat. ra’dius ’liten stav’, ’hjuleker’) ar storleken pa den plana
vinkel som upptas i centrum av en cirkel av en bage med samma
ldngd som cirkelns radie.

m Ett vary, dvs. 360°, motsvarar 27 radianer (rad).
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Trigonometri

Radianer

Viktiga egenskaper

| nedanstdende tabell sammanfattas nagra ofta férekommande

vinklar:

Grader || Radianer | Grader || Radianer |

0° 0] 135° 3 /4
30° 776 | 150° 57/6
45° /4 | 180° ™
60° 7/3 | 270° 31/2
90° /2 | 360° 2r
120° 21/3
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Trigonometri
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Trigonometriska ekvationer

Radianer
Viktiga egenskaper

Cosinus, sinus och tangens for en vinkel

Vi later punkten P ligga pa enhetscirkelns periferi. Vridningsvinkeln ar
6 (positiv riktning=vanstervarv).
y

/
anrass

\ cos 0 /
N /

N
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Trigonometri

Ratvinkliga trianglar [REGIE
Trigo ‘D‘w:e:\} \5;&\:17‘;\«\':\\5;!' VIR G
Nagra viktiga egenskaper
y
// Y
F Fér vinkeln 6 géller:
/ /ﬁ sin 0 ® sin = y-koordinaten for P
X m cos § = x-koordinaten for P
cos|f g
sin 6
\ / H tanf =
\\ / 0s 0
~_ |
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Trigonometri Radianer

Viktiga egenskaper

Sinus- och cosinusfunktionerna ar periodiska med perioden 2,
tangensfunktionen ar periodisk med perioden 7:

B cos(f+n-2m)=cosf,ne’
B sin(0+n-27)=sinf,nc€Z
mtan(d+n-7)=tanb,n €7

Vid spegling i horisontella axeln galler

m cos(—0) = cosd
B sin(—0) = —sind
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Ratvinkliga trianglar Standardtrianglar

Trigonometri i ratvinkliga trianglar

| en ratvinklig triangel ar en vinkel 90°. Den sida som star mot den
rata vinkeln kallas hypotenusa medan de tva évriga sidorna kallas
kateter.

Hypotenusa
Katet

Katet
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Ratvinkliga trianglar Standardtrianglar

Hypotenusa
Motstaende katet

0
Narliggande katet

De trigonometriska funktionerna definieras fér en spetsig vinkel 0:

arli k
m cosd — narliggande katet

)

hypotenusan
. motstaende katet
W sinf = ,
hypotenusan
motstaende katet
H tanf =

~ nérliggande katet
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Ratvinkliga trianglar Standardtrianglar

Standardtrianglar

| vidstadende figur ser vi tva ratvinkliga trianglar. Den véanstra triangeln
ar "en halv kvadrat”, medan den hogra triangeln ar "en halv liksidig
triangel”. Ar vi 6verens om sidlangder och vinklar?

/6 \‘\
2 V3
7T/3 \\
1 1
(a) Halv kvadrat (b) Halv liksidig
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Ratvinkliga trianglar Standardtrianglar

Exempel

Bestam de exakta vardena i nedanstaende tabell:

0 cosf | sinf | tanf
/6 1/V/3
/4 | 1/V2

/3 V3/2
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Trigonometri
Ratvinkliga trianglar Standardtrianglar
Trigonometriska ekvationer

Trigonometriska ettan

For en godtycklig vinkel 6 géller

cos? 0 +sin’ 0 = 1.

1 P (x,y)
sin 6

cos
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Ratvinkliga trianglar Standardtrianglar

Exempel

Antag att sinf = —+/5/3, och att 7 < 6 < 37/2.
Bestam cos 6 och tan 6.
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Trigonometriska ekvationer

Att |6sa trigonometriska ekvationer

Bestam alla I6sningar till
sin = —0.682 (1)

Pa enhetscirkeln finns tva vinklar som ger samma y-koordinat, enligt
nedanstaende figur:

Vinklarna ar 8 och 180° — 4.
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Trigonometri
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Losningsforslag

Med miniréknare far vi 6, ~ —43°.

L4
L4
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Trigonometriska ekvationer

180° — 6) = 223y .* 0, = —43°
L4

(—x,y) (X,y)

Den andra vinkeln blir da 6, = 180° — 6, ~ 223°.
Vi erhaller darmed samtliga I6sningar till (1) genom att till §; och 6,
addera en heltalsmultipel av varvet.

x ~ —43° + n - 360° eller
x = 223° +n-360°, darn € Z.
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Trigonometriska ekvationer

Anmarkning

Enhetscirkeln & mycket anvandbar nar man léser sinx = k. Vi
resonerar pa liknande sétt nar det géller ekvationerna for cosinus
respektive tangens.

Vi sammanfattar de tre viktiga ekvationstyperna. Notera att vi
anvander vinkelmattet radianer i sammanfattningen.
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Trigonometriska ekvationer

Ekvationen sinx = &

Betrakta ekvationen
sinx=k, —-1<k<1 ,
och antag att 6 ar en l6sning. Da skrivs samtliga I6sningar enligt
x=0+n-2n , nezZ ,

eller
x=m—0+n-2r , nez
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Trigonometriska ekvationer

Ekvationen cosx = k

Betrakta ekvationen
cosx=k, —-1<k<1 ,

och antag att 6 ar en l6sning. Da skrivs samtliga I6sningar enligt
x=0+n-2n , nezZ ,

eller
x=—-0+n-2nr , nez
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Trigonometriska ekvationer

Ekvationen tanx = k

Betraffande ekvationen
tanx =k, —-oo<k<oo |,
antar vi att # ar en l6sning. D4 skrivs samtliga I6sningar enligt

x=0+n-m# , nevz
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Trigonometriska ekvationer

Avslutande exempel

Lbs ekvationen
W sin20 =sinf , 0 < 0 < 2.
msinx=0,42,0 <x <27
Htanx=2,14,0<x<4n
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Trigonometri
Ratvinkliga trianglar
Trigonometriska ekvationer

Las och I6s pa egen hand

m cosx = —0,42, 0° < x < 360°
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Trigonometriska ekvationer

Losningsforslag-Tjuvkika inte

/ —

// 05
Vi anvander enhetscirkeln, dar /
vi markerar x-koordinaten -0,42. ‘

Linjen x = —0,42 skar enhetscir- 05

keln pa tva stallen.

A ~—

\ -0.57

- |
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Trigonometriska ekvationer

Da skrivs samtliga I6sningar enligt
x=40+n-360°, neZ.

Nu var vi intresserade av l6sningar mellan 0° och 360°. Raknedosan
ger narmevardena

x~114,8° eller x ~ —114,8°.
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Trigonometri
Ratvinkliga trianglar
Trigonometriska ekvationer

Hmm...

KALLE OCH HOBBE

VI KALLAR SVARET FER DA FAR
"Y', EN OBERANT. & R VI RITA EN
RITAR VI EN LIKSIDIG STERRE
MVADRAT. ENA SIDAN 5
FAR BL| & ocH DEN
AMDRA 3. s& HATER
VI DIAGONALEN.

3,

L%}
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Trigonometri
Ratvinkliga trianglar
Trigonometriska ekvationer

Poesihornan

...Omsider fick jag en annan informator, som hette Héckert. Han slog
mig pa fingerstamparna med linealen, for det att jag ej ville kunna
Euklides och den tidens metafysiska.

Hjarnan annu i mig vrides.
Nar jag tanker pa Euklides
Och pa de trianglarna

ABC och CDA.

Svetten ur min panna gnides
Varre an pa Golgata.

C-M Bellman ca 1760

[
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