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Sekantens lutning
Differentialkalky! Grénsvardeskalkyl
Vagrat asymptot

Differentialkalkyl

Differentialkalkylen har en lang historia. Det var dock under
1600-talet som de stora framstegen gjordes. Leibniz’ och Newtons
infinitesimalkalkyler var epokg6rande bidrag.

Fransmannen Cauchy definierade gransvardesbegreppet ca 1820.

Tysken Weierstrass gav gransvardesdefinitionen dess nuvarande
form, ca 1870.
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Efter Newton och Leibniz utvecklades differentialkalkylen mot f6ljande
tillAmpningar:
m Kurvstudier

m Extremvarden, max- och minpunkter
m Kurvors krékning

m Differentialekvationer
m Variationskalkyl

Staffan Lundberg MO0038M H15 3/22



Sekantens lutning
Differentialkalky! Grénsvardeskalkyl
Vagrat asymptot

Inledande fragestallning

Antag att f(x) ar definierat for alla x néra (pa bagge sidor om) x,, utom
méjligen for x = xy. Genom punkterna P = (xo,f(xp)) och Q pa grafen
till y = f(x) drar vi en rat linje, en sekant.

A

y

X0 X0 + Ax
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Andringskvot

Sekantens lutning anges, som vi nog redan kanner till, av
andringskvoten Ay/Ax. Vi stéller oss fragan: Vad hander med
andringskvoten da Ax — 0?

Vi konstaterar direkt att andringskvoten ej ar definierad fér Ax = 0.

Kan &nda kvoten existera som ett &ndligt varde trots att nAmnaren blir
hur liten som helst?
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Exempel

Antag att f(x) = v/x. Punkten P : (1, 1). Andringskvoten

k Ay VI+Ax—1
PP AT A

Lat Ax — 0. Vi tittar pa en tabell 6ver en del av férloppet.

Staffan Lundberg MO0038M H15 6/ 22



Latx =1+ Ax, da ar

Sekantens lutning

Differentialkalky!

Grénsvardeskalkyl

Vagrat asymptot

oo VIHA -1 Vx—d
Po — Ax ox—1
och Ax — 0 motsvarar x — 1.
x y=+/x Andringskvot
1,5 1,224744871 | 0,449489743
1,25 1 ,1 18033989 | 0,472135955
1,125 1,060660172 | 0,485281374
1,05 1,024695077 | 0,493901532
1,005 1,002496883 | 0,499376558
1,0005 1,000249969 | 0,499937516
1,00005 | 1,000025 0,49999375

Det tycks som om andringskvoten narmar sig vardet 0.5 da x narmar

sig 1. Vi formulerar det mer generellt:
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Definition

Funktionen f(x) har grdnsvérdet L da x — x,, om det gar att fa f(x) att
ligga godtyckligt nédra L da avstandet mellan x och x, ar tillréckligt litet.
Skrivsatt:

lim f(x) = L

X—rX0

Anmarkning Detta &r en intuitiv definition — det finns en mer strikt
formulering.

Vi férutsatter inte att f(x) ar definierad i x = xy. Gransvardet uttalar sig
om hur f(x) uppfér sig nara x = xo, men inget sags om f(xo).
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Att arbeta med gransvardeskalkyl

Nar man bestammer gransvarden, bérjar man alltid med att géra en
direkt gransdvergang, dvs. en direkt insattning i aktuellt uttryck.

Tyvarr fungerar inte det i alla 1agen. Orsaken ér, att man ofta
behandlar brak, dar bade taljaren och namnaren bada gar mot noll
(s.k. "noll-genom-noll-uttryck”).
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Differentialkalky!

Obestambara uttryck

Man kan inte géra nagra
tvarsdkra uttalanden om even-
tuella grénsvarden for sddana
obestdmbara uttryck, utan det
kravs ytterligare undersdkningar.
Ofta maste man som regel gora
s.k. "fiffiga omskrivningar”.

Sekantens lutning
Gransvardeskalky!
Vagrat asymptot

Vi visar tekniken med nagra exempel.
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Exempel

Bestam

Direkt insattning fungerar ej har. Ger obestadmbart uttryck.

Metod: Faktorisering.
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Yiterligare exempel

Bestam

2 _
o 3R =9
h—0

g- uttryck vid direkt insattning.

Metod: Prova en algebraisk férenkling.
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Mer exempel

Bestam
. VPE+9-3
t—0 t

g- uttryck vid direkt insattning.

Metod: Konjugatférlangning.
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Gransvarden, forts.

Vi undersoker
=51
= X241

da |x| blir stort. Gor vi direkt insattning, far vi annu ett obestdmbart

uttryck, denna gang pa formen % Ar det méjligt att sddana uttryck
kan narma sig ett andligt tal for stora |x|?

Innan kalkylerna tar vid, bérjar vi med en numerisk betraktelse av vart
brak.
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Tabell

Vi genererar en tabell:

X f(x)
0 -1
1 0
-1 0

10 0,98019802
-10  0,98019802
50 0,99920032
-50  0,99920032
100  0,99980002
-100  0,99980002
1000 0,999998
-1000 0,999998
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Graf

(Rh2=13/4n"2+l) ——
1

1.5

8,5

-8.5

-1

-1,5
-4 -2 [ 2 4

Det tycks vara s3, att da |x| blir stérre och storre, s& krymper
avstandet mellan f(x) och y = 1.
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Vi skriver
=1 o=
lim li =1
x—o0 X2 —+ x——o00 X2 +1

Definition Lat f vara en funktion, definierad pd intervallet (xq, 00). D&

betyder
lim f(x) =L

X—00

att man kan fa f(x) att ligga godtyckligt nara L for tillrackligt stora x.
Linjen y = L kallas en vagrat asymptot.
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Anmarkning

Man kan analogt definiera gransvardet av f da x gar mot minus
oandligheten (se foregdende exempel). Att f(x) gar mot L d& x gar
mot minus odndligheten skrivs

lim f(x)=L

X——0Q
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Sekantens lutning

Differentialkalky! Grénsvardeskalkyl
Vagrat asymptot
Exempel
Bestam
3 —x—2

lim 2% X%
52 ¢ dx 4 1

Direkt inséttning ger %-uttryck.

Metod: Bryt ut "den dominanta faktorn” i téljare och namnare.
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Avslutande exempel

Bestam

lim (vVx2 +1—x)
X—00

Direkt insattning ger obestambart co — co-uttryck.

Metod: Konjugatférlangning.
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Rakna pa egen hand

Berédkna om méjligt

(@)
i =3 —x+3
m-——-—————
=3 x2—x-—6

(b)

_l)il_ll (V2 +x— Va2 +1)

()

lim (\/x2 +2x — /2 —2x)

() T/1— () ‘s/8 (e) reAg
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Hmmm...

“Bur s 8 Te dmPuEED verRsson
Too THE GERERAL PueLic. ™
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