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Repetition Lekt 15

Femte och trettioférsta elementet i en aritmetisk talféljd ar 7
respektive 1/2. Bestdm dels den aritmetiska talféljdens differens, dels
det forsta elementet i talféljden.
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Tangenten till en kurva m.m.

1600-talets stérsta matematiska framsteg var férmodligen inférandet
av differentialkalkylen, som Leibniz och Newton utvecklade.

Detta verktyg visade sig vara
en utmarkt modell fér att kun-
na bestdmma en tangent till en
kurva, ett klassiskt problem som
studerades redan pa 200-talet
f.Kr. av den grekiske matemati-
kern med smeknamnet “den sto-
re geometrikern”, Apollonius.

s
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Differenskvot/Andringskvot

Sekant

Ay

f(xo + Ax)
L,
X

X0 xo + Ax

For funktionen y = f(x) galler att den genomsnittliga férandringshastigheten

beskrivs av differenskvoten/andringskvoten %

Den genomsnittliga férandringshastigheten utgor vart verktyg for att narmare
analysera vad som hander da tillskottet i x-led gar mot allt mindre vérden.
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Vi betraktar nedanstaende figur:

A

y

x'

X0 X0+ h

Genom punkterna P och Q pa grafen till y = f(x) drar vi en sekant.
Tillskottet i x-led benamner vi k (tidigare Ax).
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Ur figuren konstaterar vi:
Ay = f(xo + h) — f(x0)

Sekantens lutning (riktningskoefficient) anges, som vi nog redan
kanner till, av andringskvoten

oAyl h) — ()
ST

Vi stéller oss fragan: Vad hander da & — 07? Vi tanker oss féljande
process:
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Vi later punkten P vara fixerad och ténker oss att punkten Q fardas pa
grafen och alltmer ndrmar sig punkten P. Lat oss konstruera en f6ljd
av sekanter, alla med egenskapen att passera genom punkterna P
och Q.
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Derivatans definition

Ur figuren ser vi att sviten av sekanter kommer att éverga fill
tangenten till funktionskurvan y = f(x) i punkten P. Med detta intuitiva
resonemang har vi forberett oss for féljande definition

En funktion f ar deriverbari x, om och endast om gransvardet

lim f(xo +h) — f(xo)
h—0 h

existerar. Detta gransvarde benamns derivatan avf i xo med
beteckningen 1’ (xo).
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Geometrisk tolkning
yl\
Tangent
Po
f(x)

>

X

Geometriskt ar f'(xo) riktningskoefficienten hos den rata linje som
tangerar y = f(x) i tangeringspunkten Py : (xo,f (x0)).
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Anmarkning

m Andringskvoten anger den genomsnittliga
férandringshastigheten.

m Derivatan anger den momentana férandringshastigheten, dvs.
forandringshastigheten i en punk.

Exempel Lat f(x) = x> — 3x och utfér féljande kalkyler:
m Stéll upp och férenkla &ndringskvoten

f(A+h) —f4)
h

m Lat # — 0i &ndringskvoten. Vad hander?
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Exempel

Anvand definitionen av derivata for att bestamma f’(x) da
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Losningsforslag

Vi betraktar andringskvoten:

fath) —fx) _ o
h N h N
(R +x)—x(1+x+h) .
= W Ex s+ = (Lite pyssel...)
1

(1+x+h)(1+x)
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Sedan later vi 2 g& mot noll:

1 1

/') S T xR+ (02

och vi ar klara.
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Tangentens ekvation

Vélj en punkt Py : (x,y0) pa kurvan y = f(x). Valj vidare en godtycklig
punkt (x,y) pa tangenten L. Om f &r deriverbar i xo, innebar detta att
kurvans tangent i Py har riktningskoefficienten f (x).

yl\
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Men riktningskoefficienten kan alternativt uttryckas

y —f(x0)

X — X0

Med andra ord kan tangentens ekvation kan skrivas

y —f(x0) = f"(x0) (x — xo).

Anmarkning Med valkanda uttrycket y = kx + m skriver vi alternativt
tangentens ekvation:

y=f"(x0) - x +m, darm = f(xo0) — f'(x0) - Xo-
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Exempel

Lat f(x) = x> + 4x.
m Bestam riktningskoefficienten for tangenten till funktionskurvan
y =f(x) i den punkt dar x = 1.
m Bestdm tangentens ekvation i tangeringspunkten med
x-koordinaten 1.

Anmarkning Foér vinkelrata linjer L; resp. L, med riktningskoefficienter
ar ky resp. ky, galler
ki - ky = —1
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Derivator Derivatans definition
Tangentans ekvation

Exempel

m Anvand definitionen av derivata for att bestimma f/(2) da
flx) =x*+2.
m Bestam ekvationen foér tangenten och normalen till kurvan

y=x>+2

i den punkt pa kurvan som har x-koordinaten 2.
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Differentialer

Differentialer

Ibland (t.ex. vid laborativa moment) ar man intresserad av att
undersdka vad som hénder med funktionsvardet fér en funktion f(x),

fér en "liten” férandring av x.

Anta att y = f(x) &r en deriverbar funktion. Hur paverkas y-vardet da
x-vardet férandras fran x till x + Ax?
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Differentialer

Vi beskriver férandringen Ay langs funktionskurvan y = f(x):
Ay =f(x+ Ax) = f(x)
Med utgangspunkt fran derivatans definition kan vi saga féljande:

Jlr+Ax) —f(x) _ Ay
Ax  Ax

f'(x) =~
For "sma” varden Ax géller tydligen

Ay~ f'(x) - Ax
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Differentialer

Differential

Detta betyder — geometriskt, ! f(z)
att vi approximerar den verk-
liga férandringen Ay med
férandringen ldngs tangenten till

y = f(x).

Tangent

Uttrycket f'(x) - Ax betecknas ofta
dy och kallas differentialen av f.
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Differentialer

Anmarkning

m Ay &r férandringen i y-
varde langs kurvan.

m dy ar férandringen i y- varde
langs tangenten.

Tangent ¢
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Differentialer

Avslutande exempel

Antag att f(x) = x*. Lat punkten P ha x-koordinaten 1. Bestam
m Ay,
m dy,

om vi antar att Ax = 0,01.
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Differentialer

Las och I6s pa egen hand

Poiseuilles lag beskriver vatskeflddet F (liter/min) av en vatska
genom ett cylindriskt rér med radien r. Fl6det ges av

F =k

Bestam approximativt hur stor procentuell 6kning som behévs hos
radien for att flddet skall 6kas med 10%.
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Differentialer

Losningsforslag—tjuvtitta inte

Vi séker Ar/rdd AF/F = 0.10.
AF dF

_ ~ — - — ! . .
AF = A Ar e Ar=F'(r)- Ar
En smula modifieringar ger till slut
AF F'(r)-Ar  4kr - Ar Ar
— =0.1= = =4—
F F krt r

Uppenbarligen maste radien 6kas med ungefar 2.5%.
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Differentialer

Att fundera pa. ..

Lat f(x) = v/x. Anvand definitionen av derivata for att bestdmma f/(1).

f(1+ h})Z -f _ \/T -1 ((etc. . . Fullborda pa egen hand))
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