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Repetition Lekt 16

Uppskatta (8.2)'/3 genom att anvanda differentialer. Svara pa
brakform.
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Deriveringsregler

Nu skall vi utéka var verktygslada med nagra viktiga instrument,
deriveringsreglerna. Reglerna har sitt ursprung i derivatans definition
och ar sannolikt kinda fran gymnasiet.

Vi visar principen i nagra exempel. Vi féljer en konvention att ersatta
Ax med bokstaven 5.
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Exempel

Derivera f(x) = kx + m.

Enligt derivatans definition:

f(x) = lim

fe+h) —f(x)
h—0 h

Vi betraktar andringskvoten

k(x + h) +m — (kx + m)
h
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Vi férenklar taljaren och far o

Vi dividerar med 4 i taljare och ndmnare och andringskvoten far
vardet k.

Vi later h — 0, vilket medfér att &ndringskvoten kommer att ndrma sig
vardet k, som i sin tur innebar att derivatan av f(x) = kx + m ar k.
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Exempel

Derivera f(x) = x%.

Enligt derivatans definition:
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Deriveringsregler Additionsregeln

Produktregeln
Kvotregeln
Efter forenkling av téljaren far vi
2xh + h?

h
Vi dividerar med 4 i taljare och ndmnare och andringskvoten far
vardet 2x + h.

Vi later h — 0, vilket medfér att &ndringskvoten kommer att narma sig
vardet 2x, vilket innebér att derivatan av f(x) = x* ar 2x.

Sa kan vi fortsatta. Vi kommer sa smaningom fram till féljande
deriveringsregel:
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Definition

Antag att f(x) = x*, dar n > 0 &r ett heltal. D& géller:

flx)=n-x"""
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Additionsregeln

Fér de deriverbara funktionerna f(x) och g(x) géller:

L0+ 80) =) + ()
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Exempel

Derivera f(x) = x + x*> med derivatans definition.

Anm Detta exempel forsoker med konkreta funktioner verifiera
additionsregeln.
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Losningsforslag

Enligt derivatans definition:

o flth) —f ()
Fo) = fim = ———

Vi betraktar andringskvoten

x+h+ (x+h)?— (x+x?)
h
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Vi férenklar och gor termuppdelning:

x+h*x+ (x +h)* —x?
h h

Respektive term &r &ndringskvoter. Nar 1 — 0, medfdr detta att forsta
termen gar mot 1, medan andra termen gar mot 2x.

Konsekvensen av detta ar, att derivatan av en summa dr summan av
derivatorna.

Exempel Derivera f(x) = 2 + 3x + 4x2.

Staffan Lundberg MO0038M H15 12/ 38



Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Produktregeln

Derivatan p’(x) av en produkt p(x) = f(x) - g(x) ar forsta faktorns
derivata ganger andra faktorn plus forsta faktorn ganger andra

faktorns derivata:

p'x) =£(x) - g(x) +f(x) - &' (x).

Exempel Derivera p(x) = x* - \/x.
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln

Kvotregeln
Om
_ &)
B k(x) = o)’ g(x) #0o0och
m f/(x) resp. g’(x) existerar
sa ar

P8 — ) g
Klx) = POk

2x+3

Exempel Derivera k(x) = 2 —op
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Deriveringsregler Additionsregeln
Produktregeln
Kvotregeln

Anmarkning

m Produktregeln ar litet knepigare att visa och tas darfér utan
harledning.

m Kvotregeln kan harledas med produktregeln och kedjeregeln, en
deriveringsregel for sammansatta funktioner vi strax ska beréra.
Forsok att genomféra denna hérledning.
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Derivatan av trigonometriska funktioner

Derivatan av trigonometriska funktioner

Foér att kunna harleda derivatan till f(x) = sinx, maste vi anvanda ett
viktigt standardgrénsvarde vi tidigare har stiftat bekantskap med.

For alla reella tal x # 0 galler:

lim 22% — 1 (Standardgransvérde 3.1 (a))

x—0 X
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Derivatan av trigonometriska funktioner

Derivatan av f(x) = sinx

Enligt derivatans definition:

sin(x + k) — sinx

, .
Fi(x) = Jim h
Additionsformeln for sinus ger

. 1 —cosh sin h

—Simnx - T —+ cosx - T —

— (—sinx)-0+cosx-1=cosx, ddh—0
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Derivatan av trigonometriska funktioner

Fortsattning
# —1 dah—=0
1 —cosh 1 —cos?h sin & sin & .
= = . 1' == h
h Wi tcosh) ~ h Ttcosn 1070 dah=0

Sammanfattning

d
dx

sinx = cos x.
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Derivatan av trigonometriska funktioner

Derivatan av f(x) = cosx

Analogt med tidigare resonemang:

cos(x + h) — cosx

! — 1

f ()C) hl—I}}) h

Additionsformeln f6r cosinus ger
cosh — 1 . sinh

cosx- —— —sinx - — —

h h
— (cosx) -0 —sinx-1=—sinx, dah—0
Sammanfattning

d
e cosx = — sinx.
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Derivatan av trigonometriska funktioner

Derivatan av f(x) = tanx

Vi betraktar tangensfunktionen som en kvot mellan sinus- och
cosinusfunktionerna.

. kvotregeln
sinx A~
f'x) = =
cosx
_ COsx-cosx —sinx- (—sinx)
B cos? x B
Trig. ettan
—_—~
cos? x + sin’ x 1 2
= 5 = ;- =1+tan"x
cos? x cos? x
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Deriveringsregler
Derivatan av trigonometriska funktioner

Kedjeregeln
Sammanfattning
[ ] i sinx = cosx
o ;
[ ] i cosx = —sinx
i ;
[ ] itanx: =1+ tan®x.
dx cos? x
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Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Att derivera sammansatta funktioner

Vi ska harnast derivera sammansatta funktioner. Lat oss forsoka
derivera

fx) = (" +3)* (1)
med olika ansatser.
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Yittre och inre funktion
Kedjeregeln

Losningsforslag

Ansats 1

WP+3) = (P +3)7) = (*+62+9)" =... =
= x3 4 12x° 4 54x* 4+ 108x* + 81.

Termvis derivering med kénda rakneregler:
F'(x) = 8x7 + 72 +216x° + 216x = 8x(x® + 9x* + 27x% +27).

Med hégre potenser blir uttrycket besvarligt att hantera. Det finns ett

enklare arbetssatt.
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Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Ansats 2: Yttre och inre funktion

Hur deriverar vi funktionen (1) med en enklare metod? Denna
funktion &r sammansatt av tva funktioner, andragradspolynomet
x* 4+ 3 och en fjardepotensfunktion.

Lat oss satta y = f(u) = u* och u = g(x) = x> + 3. Detta ger

y=f(g(x) = (g(x)* = (= +3)*.

Funktionen y &r sammansatt av en yttre funktion f och en inre
funktion g.
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Yttre och inre funktion

Kedjeregeln

Exempel

Funktion Yitre Inre

y = In(2x) y=Inu | u=2

y=e ¥ y=e" | u=—4x

y=In(x*+5) | ? ?

y=0Bx—6)7 |y=u |u=3x-6

y= exz ? 2
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Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Kedjeregeln

Nar vi deriverar en sammansatt funktion, anvander vi en speciell
rakneregel, kedjeregeln:

Om g ar deriverbar i x och f ar deriverbar i u = g(x) ar
dx

N~~~
Yttre derivata Inre derivata
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Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Minnesregel — ej bevis

Antag att y = f(u), d&r u = g(x). Vi anvander beteckningarna

du _ ey N _ g dy _
=g S =) samt 2 = f(g(x)).
D& kan kedjeregeln skrivas

dy _dy du

dx  du dx
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Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Vi atervander till deriveringen av funktionen (1). Sétty = f(u) = u*
och g(x) = x> + 3. Vi réknar en smula och far

f'(u) = 4’ samt g’ (x) = 2x.
Kedjeregeln:

L (7(8()) = £(5(0) - /() = 4 +3)° - 2x.

En kontroll visar att allt stAmmer. Utfér denna kontroll som nyttig
ovning.
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Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Anmarkning

m Kom ihag att svara med ett uttryck som beror pa x, eftersom y
beror pa x.

m Nar man har blivit van med sammansatta funktioner, behéver
man inte tabellera yttre och inre funktioner, utan man gér
kalkylerna direkt.
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Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Avslutande exempel

Bestam

N
dx 3 (1+x5)2

m Derivera f(x) = cos 3x.
m Derivera f(x
m Derivera f(

= 45sin 5x.

X :COS X.

~—
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Deriveringsregler
Derivatan av trigonometriska funktioner
Kedjeregeln

Las och I6s pa egen hand

Derivera
y = In3x,
y = e 003
y=5(2x+3)*

Staffan Lundberg

Yttre och inre funktion
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Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Losningsforslag

Vi goér en tabell fér de tre funktionerna:

Funktion Yitre Inre

y =1In3x y=Inu | u=3x

y = e 0.0% y=e" | u=-0,03x
y=502x+3)* | y=5u* | u=2x+3
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Yttre och inre funktion

Kedjeregeln

sy . dy dy du
Vi tillampar kedjeregeln — = — . —
P jereg dx du dx
dy 1 1
- 2.3==
dx u X
d
d—i —e".(—0,03) = —0,03¢ 00
d
d—z = 20u -2 = 40(2x + 3)3
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Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Att fundera pa. ..

Lat f och g vara tva deriverbara funktioner sa att
f'(x) = g(x) och g'(x) = —f(x).

Antag dessutom att

Bestédm H’(x). Slutsats?
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Yttre och inre funktion

Kedjeregeln
Mer funderingar. . .
Bestam gransvardet
. cosx — 1 X
ii_% — (Tips: cosx = cos (2 : i))
m Visa att % cosx = — sinx genom att utnyttja att

cosx = sin (g — x). Tillampa kedjeregeln.
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Yttre och inre funktion

Las och I6s pa egen hand

Derivera med derivatans definition f(x) = x>.
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Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Losningsforslag(tjuvtitta inte)

f'(x) = lim

h—0

Vi betraktar andringskvoten

fe+h) —fx)
h

(x+h)® —x°
h

Vi férenklar taljaren och far efter litet arbete

3x2h + 3xh* + K3
h

Staffan Lundberg MO0038M H15 37/38



Yttre och inre funktion
Kedjeregeln

Vi dividerar med 4 i taljare och ndmnare och andringskvoten far
vardet 3x* + 3xh + h%.

Lat h — 0, vilket medfor att Andringskvoten kommer att ndrma sig
vardet 3x?, vilket innebar att derivatan av f(x) = x* &r 3x°.
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