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Derivatans tillampning Stationdr punkt, teckenstudium av f” (x)
Terasspunkt

Lokala extrempunkter

Vi repeterar:

Antag att funktionen f(x) ar deriverbar i ett intervall 7. D& géller:
m f'(x) > 0forallaxel= f(x)ar strdngt vdaxandei I,
B f(x) <O0forallaxel= f(x)ar strdngt avtagandei I,
mf(x) =0forallaxel= f(x)ar konstantil.
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Derivatans tillampning Stationar punkt, teckenstudium av £/ (x)
Terasspunkt

| féljande figur ser vi graferna till funktionerna y = f(x) samt y = f'(x).
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Derivatans tillampning Stationar punkt, teckenstudium av /’(\j
Terasspunkt

| punkten x = —2 har funktionen ett lokalt maximivérde. Vad galler for
funktionens varden i ett symmetriskt intervall "nara” x = —2?
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Vi noterar att funktionsvardet ar )
lagre an funktionsvardet f(-2).
Analogt kan vi konstatera att
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Derivatans tillampning

| figuren har vi ocksa avbildat y =
f'(x) (bla graf), dar vi har ringat
in de intressanta x-vardena -2 re-
spektive 8.

Vad hander med f’(x) "néra” des-
sa punkter? Vi noterar att deriva-
tan véxlar tecken i dessa punk-
ter. Denna egenskap knyter vi nu
samman med egenskaperna hos

f).
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Terasspunkt
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Derivatans tillampning Stationar punkt, teckenstudium av £/ (x)
Terasspunkt

Derivatans teckenvaxling

Derivatans tecken sager oss viktiga saker om hur funktionen f(x)
beter sig.

For derivatans teckenvéaxling i x = —2 resp. x = 8 géller:

X X< 2| x=-2 |x>-2
(%) + 0 -
f(x) Vs lok.max. N\

X x <8 x=238 x>8
S = 0
fx) N lok.min. N
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Derivatans tillampning Stationar punkt, teckenstudium av £/ (x)
Terasspunkt

Definition

Om f(x) ar en funktion som har ett lokalt maximum eller lokalt
minimum i en punkt xo, galler att f’(xy) = 0. Punkten x = x kallas en
stationar (kritisk) punkt. For derivatans teckenvaxling i x = x galler:

X x < Xo X = X0 X > X0
(%) + 0 -
f(x) N lok.max. AW
S | = 0 +
fx) N lok.min. S
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Derivatans tillampning Stationar punkt, teckenstudium av f” (x)
Terasspunkt

Exempel

Berakna eventuella maximi- eller minimivarden till
mf(x) =x*—5x+3.
mf(x) =x° —3x
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Derivatans tillampning Stationdr punkt, teckenstudium av f” (x)
Terasspunkt

Terasspunkt

En stationar punkt behover inte vara en lokal extrempunkt. Vi
betraktar féljande exempel.

Exempel Antag att f(x) = x°. Bestdm samtliga stationara punkter. Vad
kan sadgas om derivatans teckenvaxling i de stationara punkterna?
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Derivatans tillampning Stationar punkt, teckenstudium av /’(\)
Terasspunkt

Losningsforslag

mf(x) =x.

| f(x) = 3x%

m f(x) = 0 ger x = 0 (dubbelrot).
m Derivatans tecken:

X x<0|x=0|x>0
F@ + 1 0 | +
fx | 0 S
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Derivatans tillampning Stationar punkt, teckenstudium av /’(\)
Terasspunkt

Terasspunkt

Vi konstaterar: Derivatan ar positiv Vx # 0, och ar noll fér x = 0.
f(0) = 0 &r varken lokalt maximi- eller minimivérde. Punkten x = 0
kallas terasspunkt.
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Kurvanalys Asymptoter

Kurvritning m.m.

Att analysera funktioner hér till de vanligaste uppgifterna i en
grundlaggande kurs i matematik. Till det behovs en hel del verktyg. Vi
skall titta litet narmare pa nagra av dem.

En asymptot (grek. asymptatos, 'icke sammanfallande’) &r en rat linje
vilken kurvan y = f(x) ndrmar sig obegrénsat utan att sammanfalla
med denna.

Asymptotbestamning ar en vanligt forekommande teknik.

Likasa tillhér undersékningen av lokala egenskaper nagot en
matematikstudent moéter under sitt forsta ar.
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Kurvanalys Ga=icEl

Tre typer av asymptoter

For funktionen y = f(x) galler (a ar ett reellt tal): Linjen y = a &r en
vagrat asymptot om
fx) > adax — oo

eller

f(x) > adax— —o0
3
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Kurvanalys Ga=icEl

Kurvan y = f(x) har den sneda asymptoteny = kx + m om

f(x) = (kx+m) - 0dadx —
eller
f(x)— (kx+m) - 0dad x — —o0
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Kurvanalys Ga=icEl

x = a ar en lodrat asymptot om

f(x) — oo eller
fx) = —o0
dax—atelerx—a.
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Kurvanalys Ga=icEl

Exempel

Skissa grafen till
_ X +3x2—4
X242+ 1
med angivande av ev. asymptoter samt ev. lokala extrempunkter.

(1)

Losningsforslag: Nar vi har en rationell funktion, kan vi tamligen
enkelt fa fram eventuella asymptoter.

Vi borjar dock med en annan analys, namligen undersdkningen av
lokala extrempunkter.
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Kurvanalys Ga=icEl

Lokala extrema

Derivering av (1) ger

;B 6x)( +2x4 1) — (2 +3x% — 4)(2x 4 2)
B (x4 1)*

Faktorisera (om mdjligt) y'. Detta &r en viktig del i arbetsgangen.

;L (x+2)(x* +x+4)
N (x+1)3

Teckenstudera den faktoriserade y'.
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Kurvanalys

Teckentabell

Lokal maximipunkt: (-2, 0).

Staffan Lundberg

Asymptoter

1 1 1 1
X+2 = 0 + + + + +
2
X“Hx+4 |+ o+ o+ + o+ o+
x+1 - = = 0 + + + +
)
dy/dx + 0 - def + + + +
)
y / def /
oK
max
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Kurvanalys Ga=icEl

Finns sneda asymptoter?

Som vi tidigare namnde, finns ett enkelt satt att géra
asymptotbestamning nar vi har att géra med rationella funktioner,
namligen polynomdivision.

Eftersom taljarpolynomets gradtal ar en enhet stérre an
namnarpolynomet, har vi anledning att misstéanka att en sned
asymptot existerar.

Vi polynomdividerar.
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Asymptoter

Kurvanalys
Polynomdivision
x+1
x2+2x—|—1) x4 3x2 —4
—x3 =2 —x
¥ —x—4
—xr—2x—1
—3x-5
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Kurvanalys (Eieter

Resultat

Polynomdivisionen gav f6ljande resultat:

3x+5
= 1—7
o=t - aa
kVOf E/—/

rest

Resttermen blir forsumbar for stora |x|, dvs
fx) = (x+1) = 0dax — +oo.

Alltsd &r y = x + 1 en sned asymptot da x — +oco.
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Kurvanalys Ga=icEl

Anmarkning

Vi noterar ocksa att grafen till f(x) narmar sig den sneda asymptoten
underifran for "stora positiva” x, medan grafen narmar sig den sneda
asymptoten ovanifran for "stora negativa” x.
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Kurvanalys Ga=icEl

Finns lodrata asymptoter?

Vi ser snabbt att
f(x) = —oo saval for x — —17 som forx — —1-.

dvs. linjen x = —1 ar en lodrét asymptot.
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Kurvanalys

Kurvskiss

Med ledning av var analys kan vi
till sist skissa kurvan y = f(x).

Staffan Lundberg

Asymptoter

r=-1

[N S~}
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Kurvanalys Ga=icEl

Anmarkning

Kurvan y = f(x) har den sneda asymptoten y = kx + m om det galler
att
f(x) = (kx +m) = 0da [x| — oo

Detta ar liktydigt med att
f(x)

——= — kda x| = o0 2)
x

och
f(x) — kx = mda |x| — o0 (3)
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Kurvanalys (Eieter

Avslutande exempel

Bestam eventuella asymptoter, eventuella lokala extrempunkter samt
rita grafen till

)

o211

f(x)
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Kurvanalys Ga=icEl

Losningsskiss

Derivatan. For x > 0 galler

2y , 41244 24 1/2)2+15/4

Vi konstaterar: f’(x) >0, forx=#1

For x < 0 galler

—x(x* —4) a2+ 4 (2 +1/2)2+15/4

fW=——7 TW="F 0o~ @-1y
Vikonstaterar: f'(x) <0, forx# —1
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Kurvanalys (Eieter

Asymptoter.
Vertikala x = £1 (Namnaren = 0)
Sneda For x > 0 far vi
Cox(x*—4) 3x .
flx) = 21 T2 (Polynomdiv.)

Vi konstaterar: Sned asymptot: y = x

For x < 0 far vi

—x(xr—4) 3x
00 = 2-1  Te

Vi konstaterar: Sned asymptot: y = —x

Lokala extrempunkter.
Lokalt minimum fér x = 0.  (HOrn, f(x) saknar derivata)
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Kurvanalys Ga=icEl

Graf

Graf, .

X )Cz—
fay =)

x2—1

-3

med sina asymptoter och lokalt

minimivarde
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Kurvanalys Ga=icEl

Pa egen hand

Bestam eventuella asymptoter, eventuella lokala extrempunkter samt
rita grafen till

f(x) = x — arctan <ﬁ> , x>—1L.
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Kurvanalys Ga=icEl

Graf

2 w-atan{n/{x+1d) ——
u-%pila

Graf,

f(x) = x — arctan <ﬁ>

med sin asymptot. - O e——
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