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Repetition Lekt 9

m Bestam storsta vardet av

Ssinv + 12 cosv.
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Inversa funktioner
Omvandbar funktion

Inversa funktioner - om att kora funktionsmaskinen
baklanges

?
\

.

Om vi kor var funktionsmaskin
baklanges — vad héander da?

Vi skall titta narmare pa detta i ett exempel.
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Inversa funktioner

Exempel

Betrakta funktionen f(x) = /x
(bld graf). Analysera funk-
tionen med avseende pa
omvandbarhet.
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Inversa funktioner

Har ser vi, att tva olika x-varden
aldrig ger upphov till ett och sam-
ma y-varde. For varje y finns pre-
cis ett x-varde.

Ar  “baklangesmaskinen” en
funktion? Ja, det &r den. Man
brukar sadga att funktionen
y = +/x ar omvéndbar eller
inverterbar.
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Inversa funktioner
Omvéndbar funktion

Definition

Om f(x) &r en omvéndbar funktion, existerar inversen till f, med
beteckning f~!. Det géller att
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Inversa funktioner
Omvéndbar funktion

Anmarkning

Om en funktion skall vara omvandbar, innebar det att varje linje,
parallell med x-axeln, far skéra funktionens graf i hégst en punkt.
Det far alltsa inte finnas flera x-varden for ett specifikt y-varde.

y y
y=/f(x) y=/f(x)
v
(a) f ar omvandbar (b) f &rinte omvandbar
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Inversa funktioner

Exempel

Betrakta funktionen

flx)=4—-x* —3<x<3.

m Haller du med om att f(x)
faktiskt ar en funktion?

m L&s ekvationen f(x) = 3.
Kan du med ledning av
detta analysera funktionen
med avseende pa
omvandbarhet?
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Inversa funktioner

Losningsforslag

Vi konstaterar att for y-vardet 3
existerar tva x-varden, x; och x,.
Var funktionsmaskin spottar tyd-
ligen ut tva olika element for ele-
mentet 3.

m Ar "baklangesmaskinen” en
funktion? Svaret ar ja. (Varfor?)

m Ar “baklangesmaskinen” en
omvandbar funktion? Svaret ar
nej.
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Egenskaper

Omvéndbara funktioner — forts Kritarierforlomvandbarhet

Omvandbara funktioner — mer generellt

En funktion f med definitionsméngd Dy sags vara
omvéndbar/inverterbar om x; # x, = f(x1) # f(x,) fér godtyckliga val
av xi,x; € Dy.
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Egenskaper

Omvéndbara funktioner — forts e e

Definition

Antag att f ar en omvéandbar ¥
funktion. Med f~! menar vi inver-
sen till f, som till varje y € V; till-
ordnar ett entydigt x € Dy med
y =f(x):
y=fx) & x=17"0)
x=tL(y)

(Alternativ formulering: y = f~1(x) & x = £(y).)
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Inversa funktioner
Omvéndbara funktioner — forts
Arcusfunktionerna

Egenskaper
Kriterier for omvandbarhet

Egenskaper hos inversen

my=fx) ex=f"'0)

B D =V,

W Vi1 =Dy,

m f!(f(x)) =x,x € D; (Forts nasta sida)
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Egenskaper

Omvéndbara funktioner — forts e o

Egenskaper hos inversen, forts

mf(f'(x)) =x,x€Dp,

m (f) 7 x) =f(x), x €Dy,

m Om vi representerar f och f~! i samma koordinatsystem sa ar
grafen av f och grafen av f~! varandras spegelbilder i linjen

y=x
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Egenskaper

Omvéndbara funktioner — forts Kriterier fér omvandbarhet

Nar ar en funktion omvandbar?

Om f ar strdngt monoton (dvs. strangt avtagande eller strangt
vaxande) sa ar f omvandbar och darmed har f en invers.
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Egenskaper

Omvéndbara funktioner — forts Kriterier fér omvandbarhet

Exempel

Funktionen

1
fo = w

ar strangt avtagande och ar
darmed omvandbar. Bestam in-

versen.
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Inversa funktioner
Omvéndbara funktioner — forts
Arcusfunktionerna

Egenskaper
Kriterier for omvandbarhet

Losningsforslag

. 1 ., .
Satty = )il Viléser ut x :

yx—1)=x+1

x<y_1):y+1 (Svar:x:f_%y):i
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Arcusfunktionerna

Arcusfunktionerna

Som vi redan vet, ar vara trigonometriska funktioner periodiska. Det
ar inte alltid en férdel. Periodiska funktioner & namligen inte
inverterbara. Men kan vi trots detta definiera "inverser” till cosinus,
sinus och tangens?

Ja, det kan vi — om vi betraktar de trigonometriska funktionerna pa
vissa, sarskilt bestdmda intervall dar de ar strangt vaxande eller
strangt avtagande.

Vilka intervall ar det fragan om?
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Arcusfunktionerna

Omvandbar sinus

Funktionen y = sin x &r omvandbar pa intervallet [-7, 5] enligt

nedanstaende figur:
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y =sin x
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Arcusfunktionerna

Omvandbar cosinus

Funktionen y = cos x ar omvandbar pa intervallet [0, 7], enligt
nedanstaende figur:

y = cos x
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Inversa funktioner
Omvéndbara funktioner — forts
Arcusfunktionerna

Omvandbar tangens

Funktionen y = tan x &r omvandbar pa intervallet ]—g, 3 [,enligt
nedanstaende figur:

),‘
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Arcusfunktionerna

Sammanfattning

Funktion | Intervall

Sin [ [-5.5]
Cos [0, ]
Tan [ ]-5.5]

P& ovanstaende intervall ar funktionerna omvandbara med
inverserna arcus cosinus, arcus sinus och arcus tangens.
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Inversa funktioner
Omvéndbara funktioner — forts
Arcusfunktionerna

Definition




Arcusfunktionerna

Utantill-laxa

Lar dig féljande minnesregler utantill!

m Arcus sinus for ett tal mellan -1 och 1 ar den vinkel mellan + /2,
vars sinus ar talet.

m Arcus cosinus for ett tal mellan -1 och 1 ar den vinkel mellan 0
och m, vars cosinus ar talet.

m Arcus tangens for ett tal mellan +oo ar den vinkel mellan /2,
vars tangens ar talet.
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Inversa funktioner
Omvandbara funktioner — forts
Arcusfunktionerna

Avslutande exempel

m Bestd&m arcsin(sin 0.3),
m cos(arcsin 0.6),

3 3
m Paegenhand arctan(tan 5").
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Arcusfunktionerna

Losningsforslag, punkt 3

arctan(tan ) # 3T

y = tanz
Har kan vi inte aberopa “can-
cellation identity” (s. 72 FN), ef-
tersom omvandbarheten galler i

intervallet (—m/2,7/2).

Vi noterar att tan3® = —1 =
tan (—%). Darfor maste vi svara
med vinkeln — /4.
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Arcusfunktionerna

Las och I6s pa egen hand

Avgdr om funktionen

1
f(x)zl"_*a x>07
X

har en invers. Bestam den i sa fall och rita dess graf i samma
koordinatsystem som f.
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Arcusfunktionerna

Lésningsforslag-tjuvkika inte

OBS!

Omvandbarhet. Valj 0 < x; < x, och undersdk

1 | e
flx) —flx)=14+——-(1+—)=(Gor liknamn.)
X1 X2
278,

X1X2

vilket betyder att f ar strangt avtagande och darmed
omvandbar.
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Arcusfunktionerna

. . I, . 1
Loésutx. Satty=1+ ot Vi léser ut x som ger x = 1 Den

inversa funktionen ges alltsa av yttrycket

1
x=f"'y) = o1

Variabelskifte. Nar vi nu skall rita grafen till f/~! byter vi x mot y och y
mot x och skriver y = f~!(x) =

x—1
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Arcusfunktionerna

Graf

Graferna till f och f~! &r varand-
ras spegelbilder i linjen y = x.
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Arcusfunktionerna

Att fundera. ..

Ar funktionen y = |x| en funktion som kan kéras "baklénges”?
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Arcusfunktionerna

Hmmm...
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