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Repetition Lekt 23

En hastagare har képt 400 me-
ter staket och ska konstrue-
ra en inhagnad. En sida av
inhdgnaden utgbrs av en rak
stallvdgg och behdver darfér ing-
et staket. Hastagaren ska inde-
la inhdgnaden i tre rektangulara
sektioner genom en lang och fy-
ra kortare staketdelar.

Unders6k hur héastadgaren ska
vélja langden av den langa sta-
ketdelen och de kortare delarna
for att den inneslutna totalarean
skall bli sa stor som mgjligt.
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Hdgre derivator

Hogre derivator

m Om f &r deriverbar, kallas f'(x) =

daf
d

— forstaderivatan av f med
X

avseende pa x.
2

m Om f’ &r deriverbar, kallas /"' (x) = d

e andraderivatan av f med

avseende pa x.
= : 3) &*f . .
m Om f” &r deriverbar, kallas £ (x) = o3 tredjederivatan avf med
X
avseende pa x.
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Hégre derivator

Anmarkning

n-te-derivatan av f(x) med avseende pd x noteras

dn
7 =2
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Hégre derivator
Konvexitet och andraderivatan
Fysikaliska tillampningar

Exempel

Om y = tan(kx), visa att

dzy

—= =2%y(1+y).

dx?
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Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Konvexa och konkava funktioner

Lat 7 vara ett intervall. Funktionen f(x) kallas
m konvex pa I om grafen ligger ovanfér alla sina tangenter pa /
m konkav pa I om grafen ligger under alla sina tangenter pa I

y y
D D

konvex konkav
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Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Anmarkning

Oftast anvdnder man andraderivatan for att visa att en funktion ar
konvex/konkav.

m Om f &r deriverbar i intervallet 7, och om f’(x) &r stréngt véxande
(strdngt avtagande) i I, sa ar f konvex (konkav)i I.

Av detta féljer omedelbart

m Om f &r tvd ganger deriverbar i intervallet I, och om f”(x) > 0
(f"(x) < 0) i1, s& ar f konvex (konkav) i I.
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Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Inflexionspunkt

En punkt Py = (xo, y0) kallas inflexionspunkt om f(x) andrar sin
konvexitet i Py.

Fér x "nara” P, skall f(x) ddrmed vara konvex (dvs f”'(x) > 0) for
x < xo och konkav (dvs 1" (x) < 0) fér x > xq eller tvartom.

Dessutom skall /"' (xo) = 0.
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Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Alternativ formulering

Lat f vara en funktion, definierad och deriverbar i en omgivning av
punkten Py = ()C(),y()).

Vi sager att Py ar en inflexionspunkt pa kurvan om kurvan
skar sin tangent i Py.

Det géller ocksa, att /"' (xy) = 0, forutsatt attf &r tva ganger deriverbar.
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Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Terasspunkt vs. inflexionspunkt

m En inflexionspunkt ar en punkt dér andraderivatan vaxlar tecken.

m Ett villkor som maste vara uppfyllt (men som daremot inte
garanterar en inflexionspunkt, t ex y = x*) &r att andraderivatans
varde ar noll i inflexionspunkten.

m En terasspunkt &r en punkt dar funktionens férstaderivata ar noll
men inte vaxlar tecken i punkten.

m Terasspunkter ar en speciell typ av inflexionspunkter.

m Alla inflexionspunkter behdver inte vara terasspunkter (t ex
y = sinx).
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Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Anmarkning

Ibland kan det vara enklare att anvanda
andraderivatans tecken i en stationar punkt fér att avgéra om nagot

extremvarde foreligger.

Lat f vara en tva ganger deriverbar funktion. om f’(xo) = 0 och
f"(x0) < 0(> 0), s& har f ett lokalt maximum (minimum) fér x = x.
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Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Exempel

Givet kurvan som ges av funktionen

2% —x+2
f0) = =31

bestam asymptoterna, var funktionen ar vaxande och avtagande, alla

lokala maxima och minima, var den ar konvex och konkav,
inflexionspunkterna (I.P.), samt skissa kurvan.
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Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Losningsforslag

Asymptoter Inga lodrata. Namnaren £ 0 V.
Sneda/horisontella?Vi beréknar

o2 —x+2
x—oo  x*4+1

. x*2—=1/x+2/x*) 2-0+0
im = =2
X—00 x2(1 + 1/)(2) 1+0

Horisontell asymptot: y = 2, —co < x < oc.

Anm: Ovanst. gransvarde galler &ven om x — —oo

(eller hur?) .
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Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Forsta- och andraderivator Efter litet raknande far vi:

s = D(x+1)
2+ 1)

y = 0fbrx = =+1.

, (B3  2(V3-0)(V3+x)

(2413 (x2+1)3

y' =0fdr x =0, samt x = £/3.

Staffan Lundberg MO0038M H15 14/ 26



Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Analys av lokala extremvarden och konvexitet

Lokala extrema
x = +1 stationéra punkter. Vi beréknar
23-1) 1
"y=22"_ "/ _ _ 0
Y =0 T2
dvs. x = 1 &@r en lokal minimipunkt.
Vi beraknar aven

. 2031 1
)’(—1):(1(4_1)3):—2<0 ,

dvs. x = —1 &r en lokal maximipunkt.
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Konvexitet och andraderivatan Inflexionspunkt

Teckentabell, /" (x)

Vi teckenstuderar 1" (x).
Konvexitet

x‘ -3 0 V3

fx) | + 0 - 0 + 0 -
fx) |lu P N P U P N

Var analys ar darmed fulloordad och vi sammanfattar till sist.
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Hdgre derivator
Konvexitet och andraderivatan

Fysikaliska tillampningar
Slutsats, graf
m x = —1,y = 5/2aren lokal maximipunkt, (1, 3/2)
ar en lokal minimipunkt.

m féarkonkav pa —+/3 < x < 0resp. pa
3<x< 0.

m farkonvex pd —oo < x < —+/3resp.pa
0<x< V3

= (=V3, (84 V3)/4), (0,2) resp.
(V3, (8 — V/3) /4) &rinflexionspunkter.
m y = 2 horisontell asymptot.
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Fysikaliska tillampningar

Fysikaliska tillampningar

En partikel ror sig langs en rat linje. Dess medelhastighet under
tidsintervallet [z, r + Af] ar

Ax

Vuv(t) = E

D& Ar — 0, narmar sig medelhastigheten den momentana
hastigheten, vilken definieras som

dx . . Ax
v=—=x= lim —
dt Ar—0 At
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Fysikaliska tillampningar

Acceleration

Medelaccelerationen under tidsintervallet [z, r + Af] &r
hastighetsférandringen per tidsenhet, eller

Ay

aav<t) = E

D& At — 0, narmar sig medelaccelerationen den momentana
accelerationen, vilken definieras som

dv . . Avo ,
a=g=v=dim o 0=V0)
eller )
d
a= de i (i=x"(1))
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Fysikaliska tillampningar

Anmarkning

m Tangentens lutning i en punkt hos en x — r-graf (vag-tid-graf)
tolkas som momentanhastigheten v = dx/dr.

m Tangentens lutning i en punkt hos en v — r-graf (hastighet-tid-graf)
tolkas som momentanaccelerationen a = dv/d.
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Hégre derivator
Konvexitet och andraderivatan
Fysikaliska tillampningar

Konstant acceleration

| vidstdende hastighet-tid-graf
avbildas hastigheten v som funk-
tion av tiden .

Hastigheten ar en linjar funktion:
v =V + at.

t

Fysikaliskt innebar detta att accelerationen ar konstant: Rérelsen &r
likformigt forénderlig. Vi betraktar rérelsen under tidsintervallet [0, 7]
och skall bestdmma arean A av omradet under grafen och ovanfoér
r-axeln.
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Hdgre derivator
Konvexitet och andraderivatan
Fysikaliska tillampningar

Arean A har formen av ett paral-

lellitrapets(rektangel + triangel). v

Triangel
Rektangel ——~——
=~ t- (V — Vo)
A = - Vo —|— T =
t-(at+vo—vo)

2

v(t)=at+v

=1t-vy+
ar®

= vt + —.
V0+2 t
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Hdgre derivator
Konvexitet och andraderivatan
Fysikaliska tillampningar

Tolkning

Hur skall vi tolka areauttrycket (1)?

Vi gér en liten andhédmtning och \ ar konstant.

Arean=v t

betraktar tillfélligt en (valbekant)
hastighet-tid-graf éver den likfor-
miga rérelsen, dvs. dd a = 0
(konstant hastighet).
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Hégre derivator
Konvexitet och andraderivatan
Fysikaliska tillampningar

Den blafargade arean repre- var konsant.
senterar tillryggalagd vdg under

tidsintervallet [0, 7] och betecknas
s. Vi kanner igen den klassiska
formelns=v-t.

Pa samma satt tolkar vi areauttrycket (1) fran den likformigt
féranderliga rorelsen. Aven hér representerar arean
den tillryggalagda vagen under tidsintervallet [0, 7].

Staffan Lundberg MO0038M H15 24/ 26



Fysikaliska tillampningar

Avslutande exempel

En sparvagn fardas mellan tva hallplatser pa 49 s. Den accelereras
likformigt (dvs. accelerationen ar konstant) pa 10 s till farten 10 m/s.

Darefter fardas sparvagnen med konstant fart ett stycke, och
bromsas slutligen likformigt till stillastaende pa 8 s.

m Rita ett fart-tid-diagram &ver den beskrivna situationen.
m Hur langt ar det mellan héllplatserna?
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Fysikaliska tillampningar

Losningsskiss

Arean under v — r-grafen tolkas
som den tillryggalagda vagen.

¥+31~10+¥:400m.
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