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1 Inledning

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

Kvadratkomplettera foljande uttryck.
a) 22 42z +1 b) 22 — 6z c)22? +22 —1 d) 1+z— 2

a) Bestdm minsta virdet av funktionen f(z) = 22 — 3z + 2.
b) Los ekvationen z? — 3z +2 = 0.

¢) For vilka « giller olikheten 2® — 3z +2 > 07

d) Rita kurvan y = 22 — 3z + 2.

Los ekvationen vVz2 44z +4 =2+ 2.

Los ekvationssystemen

N T + 2y — z = 6
x = a

a) { Y b) r + y + z =6
r — y = b

2r + y — z =7

2 2 2

—2=-1 = 0 -

o) T—y d) o +y
20—xy = 0. =

For vilka x giller olikheterna
2z — 1)(z + 3) 1+ 2z — 322

>0 STAT TN g
45 = ) 57 —Brio =

1
Visa att Vo +1— 2 < —~ om z > 0.
2\/x

Lat a och b vara tva positiva tal. Da definieras det aritmetiska medelvirdet som
b

A=2 + och det geometriska medelvirdet som G = Vab. Visa att A > G genom

att utga fran olikheten (v/a — vb)? > 0. Nr géller likhet?

a) (z—1)2>4 b)(

2 —1
r+1

Bestédm alla x som uppfyller a) |z — 1| =3 b)

-3

Bestiim alla reella 1osningar till ekvationen |22 — 6z 4 5| = 9 — 3.

Los olikheterna

222 + 62 — 15
a) 20 4+5) <8 b)|o|+lz—1]<3 ¢ LT

2r—9

<1

Visa med hjilp av triangelolikheten att om y =z’ — 223 +52%2—1 och —1<z <1
sa giller att —9 <y < 9.

Bestdm kvot och rest vid féljande polynomdivisioner:

)m5+3$4—2x3+2x—1 b) 2% —1 )$4+2m3+25
a c) —M
»+x+1 2 +4x+5

r—1



1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1 INLEDNING

Bestim resten da polynomet x'% — 2210 41 divideras med

a) r—1 b) x + 2 c)x+1

Faktorisera polynomen i reella faktorer

a) 2% — 1 b) 23 +1 c)axt—1 d) 2t + 27z e) 2% — 64.

Forenkla
a b 5
a)g+;+ b) a+3 ) x— a3 /x2—2x—|—1
g_é 2a—$22 3 + 22 2 — 2%
b «a a—a _
14+a

Antag att |z 4 3| < 0.01. Visa att |z — 1| <5 och |z%+ 2z — 3| < 0.05.

Visa att om |r — 2| < 0.01 och |y—3|<0.02 saér |zy— 6| < 0.08.

1 1 1
I méanga fysikaliska sammanhang dyker sambandet — = — 4+ — upp. Talen a och
a

Y b
b &r positiva storheter. Om tex tva elektriska motstand med resistanserna a resp b

parallellkopplas kommer denna krets att ha motstandet y. Om man i stillet betraktar en
lins med brannvidd y sa beskriver formeln ovan sambandet mellan ett objekts avstand,
a, till linsen och bildens avstand, b, till linsen.

Los ut y ur sambandet. Vad kan sdgas om y jamfort med a och b7

Nagra 6vningar i kretselektronik:

a) Berdkna strommen genom motstandet
R; (strémdelning) i vidstaende lik- I C) Ry Rs
stromskrets.

b) Berikna spénningen 6ver motstandet —1 — —
R (spénningsdelning) i vidstaende lik- R, Ry
stromskrets. - L

Forenkla foljande uttryck (som vi kommer att stota pa igen liangre fram i héftet).

Skriv med summatecken

)1+1+1+ 42
& 273 10

b)2:-34+3-44+4-5+---+n-(n+1)
) 14349+ 27+ 81 + 243,




1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

4 100 n 1
b)Y (K -3k o)) 3 d)H(lJrk).

Berékna a)

B
Il o
—

k=0 k=2 k=1
Berakna
n i n . 100 5 k‘(—l)k
a) kZO:), .2 b) kzle c) 21000 - (1.05) d) kZQ o

Berdkna summan av alla heltal mellan 1 och 100, som &r jamnt delbara med 3.

Pa ett schackbriade staplar man poletter som var och en har en tjocklek p4 1 mm. Man
lagger en polett pa forsta rutan, tva pa den andra rutan, fyra pa den tredje osv, sa att
man pa varje ny ruta liagger dubbelt s manga poletter som pa foregaende ruta.

a) Hur hog blir traven pa den sista rutan?

b) Varje polett betingar ett virde av 1 ére. Hur stor formogenhet har man samlat pa
ett brade?

Linus tar ett lan pa 10’000 kr i Vistbanken. Réntan pa lanet &r 10% och lanetiden &r
10 ar. I slutet av varje ar skall Linus betala arets rénta samt amortering. Han far vilja
pa tva alternativ:

a. han amorterar lika mycket varje ar

b. han viiljer ett annuitetslan, sa att han betalar samma summa (dvs rianta + amor-
tering) varje ar.

a) Hur mycket amorterar han varje ar enligt alternativ 17

b) Hur mycket betalar han varje ar enligt alternativ 27

¢) Hur mycket har han sammanlagt betalat i rédnta da hela lanet &r aterbetalt?

Bestédm antalet heltal i intervallet [1,101] som

a) dr delbara med 3 b) &r delbara med 5 c) varken #r delbara med 3 eller 5.

. x
Visa att om = >0, y >0 sa ar —+y22.
Yy T

Summan av tva positiva tal d&r 6. Hur stor kan deras produkt bli?

Hur stor area kan en rektangel som hogst ha, om dess omkrets d&r 10 m? Vilken form
har rektangeln néir arean dr som storst?

En bat till England gér halva strickan med farten v och den andra halvan med farten
V. En annan bat gar halva tiden med farten » och den andra halvan med farten
V. Berdkna medelfarterna H respektive A for de bada batarna. Vilken av dem &r
snabbast?

n
Visa att ZQk‘ =nn+1), neZ;.
k=1
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1 INLEDNING

Visa att Z2k ="t _9 neZ,.

n(n+1)(n+2)

Visa att k(k+1) = , ne€Zy.

3

B2 nn+1)2n+1)

Visa att
6

,TLGZ+.

=
Il
—

n

n 2
Visa att k3= <Z k:) , nEZy.
1 k=1

k=

Bestdm en allmén formel fér summan av 1+34+5+---4+ (2n—1) uttryckt i n, samt
bevisa att formeln géller for alla positiva heltalsvirden pa n.

an_ﬁn

a—p

Lat a1 =ay =1 och a, = an_1 +an—o for n > 2. Visa att a, = for alla

n€”Z, ,dir «, f &ar rotterna till ekvationen 2?—r—1=0.
Visa att |21+ 22+ -+ an| < |21 + 22| + - + |z0].
Visa att 2" > n? for alla heltal n > 4.

Berékna 0!, 1!, 2!, ..., 6!.

Berikna ) (Z) b) <§) ) (2) a) (2) ) <1909080)
)

Berikna a) (6

Forenkla  a) (Z) b) <Zi> o) (nﬁ 3)

Bestdm
a) antalet mojliga lottorader b) antalet mojliga stryktipsrader
c¢) antalet mojliga maltipsrader d) antalet mojliga pokerhénder.

Utveckla foljande uttryck.
a) (14+2)%  b)yB-22) ¢ (1+2)

: s 2\’
Ange koefficienten till 2! i a) (z +1)' b) <x3 + ) .
x

Koefficienten for 2% i utvecklingen av (a4 2z)® #r 112. Vilka virden kan konstanten
a anta?

Formulera binomialsatsen och bevisa den med hjéalp av induktion.



2 Komplexa tal

2.1. Bestim Rez och Imz da z ar
a) 1 —4q b) -1+ 2: c) 7 d) i e) —4i.
Rita ut talen i det komplexa talplanet.

2.2. Skriv foljande tal pa formen a + ib dér a och b dr reella tal.
a) (1—4)+(=5+3i) b) (2+4+i)—(5—4i) c) (2+1)(1—20)

d) (1+1) e) (3—1)? £) (4 +4)(4— 1)
2.3. Satt z1 = —2+ 3¢ och 29 =4 — 5¢, samt berdkna
a) 21 + 22 b) z1 — 29 c) 21 - 29 d) 23 e) 7 f) 21 - 23

2.4. Berikna 2+3z+42> da z2=1+1.

2.5. Berakna
a)1+2i b)2-Ti ¢) -3 d) (1—4)(1—1)
e) |1 —i[ f)[i g) [1—2i] h)[—2i

2.6. Berdkna z-z da
a) z =244 b) z =a+bi dér a och b ir reella.

2.7. Skriv pa formen a + ib, dir a,b € R:
1 1 1—i 1

= b = =
WA= Pa=go OB

2.8. Lat z = 2+ 3i. Berikna absolutbeloppet av

a) z b) Z c) 2

2.9. Lat z=a+1b och w=c+1id dir a, b, ¢ och d &r reella tal. Berdkna
1 1
a)

—| och — b) |z-w| och |z|- |w].
z 2|

2.10. Berdkna absolutbeloppen av talen
(3+1i)(5b—1)
(4 +30)(—3 + 249)

2.11. Los ekvationen 2iz — 4z = 2¢ — 7.

_—i(7+1V/3)?
¢) 7= (G+i)2

a) z1 = (3—4i)12  b) 2=

2.12. Tolka i komplexa talplanet relationerna
a) Rez = -2 b) Imz =4 c)Rez>0 d) Rez+Imz =2

2.13. Tolka geometriskt foljande relationer
a) |z|=2 b)|lz—1=3 ¢)|lz—1+2i|=1

d) [z <3 e)|z]| >3 f)2<|z+3| <4
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2 KOMPLEXA TAL

Uttryck med hjilp av z och Zz, utan anvindning av absolutbelopp
a) [z b) [z —1J?

Bestédm alla komplexa tal z for vilka |z — 1| = |z + 1].

Bestam alla komplexa tal z for vilka |z —1| = 2|z 4 1|.

. . 1 . . .
Lat z vara ett komplext tal sadant att 2z 4+ — &r reellt. Visa att =z ligger pa
z

enhetscirkeln, |z| = 1, eller pa reella axeln.

Visa att det komplexa talet z uppfyller villkoret |z] <1 om och endast om
1

2
<1
1—

%
Skriv foljande tal pa polér form

a) z =2 b) z=-3 c)z=—1i
d)z=-1-i e z=1+4V/3 f)2=3i-V3

Skriv foljande tal pa formen a + bi.
a) 3es’ b) V2ei’

V3 —i 174(2 — 24)

Berikna argumentet for a) e b) 132V 1 20)
Vad #r beloppet av €'® , om ¢ &r reellt?
Berékna
5
a) (1+i)* b) (*f - ;) c) (1+iv3)1°

Argumentet fér z dr 7/6 och argumentet for w ar 7/5.
a) Bestdm ett argument till zw.
b) Bestiam ett argument till z/w.

¢) Kan man séiga vad argumentet for z +w &r?

Da man analyserar elektriska kretsar som matas med sinusformade spénningar, anvinds
ofta den sk jw-metoden (j &r det komplexa tal som vi kallar 7). Till en fysisk strom

i(t) = Asin(wt + 9)
tillordnas en komplex strom I pa sa vis att
|I| = A och argl =0.

11—
Berdkna ¢(t) da w =100 och [ = — .
() 103+
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2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.

2.35.

2.36.

2.37.

2.38.

Uttryck cosbf med hjélp av cos6.

Anvind de Moivres formel for att uttrycka cos36 och sin36 med hjélp av cosf och
sin 6.

Anvind Eulers formler for att hiarleda ett uttryck for sin« sin 3.

Uttryck cos*# med hjilp av cosinus for multipla vinklar.

0
Som bekant har ekvationen cosx = 0 endast de reella 16sningarna = = 5 + nm. Om
z = x +1iy sa definieras

eiz 4 efiz

oSz = ————

(jfr Eulers formler). Los ekvationen cosz = 0.

1 1 1
Bestdm |z| da z uppfyller ssmbandet — = — 4+ — déir R, w och L &r positiva.

z R iwl
En elektrisk krets bestar av ett motstand med resistans R, en spole med induktans
L och en kondensator med kapacitans C kopplade i serie. Kretsen matas med en
sinusformad véxelspianning U med vinkelfrekvensen w. Den totala impedansen for
kretsen &r .

wC

Hur stor skall w vara, uttryckt i R, L och C , for att Z skall vara reell (rent
resistiv)? Hur stor ér i sa fall Z?

Om vi istéllet parallellkopplar motstandet och kondensatorn i kretsen i féregaende upp-
gift, blir induktansen

R/(iwC)
R+1/(iwC)’
Skriv Z pa formen a+ib. Kan Z bli rent reell for nagot val av w? Hur stort &r i sa
fall w?

Z =iwl +

Talen i det komplexa talplanet vrids vinkeln 7/2 i positiv led (dvs moturs) kring
origo. I vilka tal 6vergar ¢ och —1 4 5¢7

Berikna |e**%| da z och y ér reella.

Visa att |[z4+w|?+|z—w|? = 2|z|>+2|w|?® for alla komplexa tal z, w. Tolka sambandet
geometriskt.

Los ekvationerna

a)z2=-16 b)(z+3)*=-1 )42 +9=0

Los ekvationerna

a) 22=1-4V/3  b) 2% =5+12i.
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2 KOMPLEXA TAL

Los ekvationerna

a) 22 4+824+25=0  Db)522+224+10=0 )22 —-2iz—2=0

Los ekvationerna
a) 22+ (1-2i)z—i—1=0 b) 222 — (3+4i)z —1+3i=0

¢) (24+0)22+(2—4i)z=4+2i d)iz? —42—-3i=0.

Los ekvationerna
a) 23 =8 b) 22 =—i «¢) 2t =-16

d)22=1-i e2f=-8 f)2=iv3-1
Los ekvationen (z +i)* = (z — 1)
Bestim alla losningar till ekvationen 2° = z.
Ange samtliga rotter till ekvationen z* + 622 + 25 = 0.

Ange samtliga losningar till foljande ekvationer.

a) 2 +24+10=0 b)) 22 +522+72-13=0

Bestdm samtliga nollstéllen till funktionerna

a) fx)=a3 +22% —2 -2 b) f(z) = 2> + 42 — 32 — 12
) f(z) = * + 323 + 2 — 7z — 30.

Polynomet P(z) = 2°—102%4+152—6 har nollstillet 1. Bestdm nollstillets multiplicitet.
Skriv sedan polynomet som en produkt av férstagradsfaktorer.

Faktorisera féljande uttryck i reella faktorer av ldgsta mojliga gradtal.

a) 23 + 5% + 8z + 4 b) 223 — 8% + 22 + 12 ¢) zt +20% —42® — 52— 6
Bestém alla 16sningar, reella saviil som komplexa, till ekvationen z*—2z%—32z—2=0.

Ekvationen 2% + 423 — 82 +20 = 0 har rotterna 2z = 1 +¢ och z = —3 + 4. Los
ekvationen fullstdndigt.

Bestam de reella talen ag, aj, ..., as sa att polynomet P(z) = S tas® +--+a
har ett enkelt nollstélle i 1+ 2¢ och ett dubbelt i —i.

Faktorisera 2?44 i reella faktorer med s lagt gradtal som mojligt.

Andragradsekvationen 22 +ar+b=0 har rotterna z; och zs.
a) Visa att x1 4+ 292 = —a och xj29 =0.

b) Hur ser motsvarande samband mellan rétter och koefficienter ut i en tredjegradsek-
vation, 22+ azx? + bx 4+ ¢ =0 med rotter x, , Tg och x37



2.54.

2.55.

2.56.

2.57.

2.58.

2.59.

2.60.

Lat z; och 2z vara rétterna till ekvationen 224 (1—7i)z —4i = 0. Beriikna 2% 4 23.

Lat z; och z9 vararotterna till ekvationen z2+az+b = 0. Bestim en andragradsekva-

tion, vars rotter ar z% och z%.

Ekvationen z* — 22% 4+ 62> — 82 +8 = 0 har en rent imaginér rot. Los ekvationen
fullstdndigt.

Visa att man kan bestdmma konstanten a sa att polynomet
P(x) =2* +ax 4+ 4

dr delbart med 2% — 2z 4 2. Bestéim direfter alla nollstillen till P(z) for detta virde
pa a.

Ekvationen 2%+ 222 + 222 + 102 +25 =0 har en rot med realdel —2. Lés ekvationen
fullsténdigt.

Hur manga nollstéllen (reella savél som komplexa) i enhetscirkeln |z| <1 har ekvatio-
nen 22°42z41=07?

Att 16sa en allmiin tredjegradsekvation, a2 + ax? + bz + ¢ = 0 #r ganska besvirligt,
men det dr genomforbart. Ett mojligt tillvigagangssatt ar foljande:

3 2

1. Gor en kubkomplettering, dvs samla de termer som som innehaller z° och =z

a\3 a? a’
i en kub. Da fas ekvationen (m + §> + (b — 3> T+ c— o7 = 0. Byt darefter

a o o .
variabler z = x + 3 s& erhaller man en ekvation av formen 2z + ajz 4+ ag = 0
dvs en ekvation utan z2-termer.
r a
2. Ansdtt z=w-+ — och vilj r pa ett listigt sdtt, ndmligen r = _El sa fas efter
w

omskrivning en ekvation av typen w®+biw®+by =0 dvs en andragradsekvation
3

i w”.
3. Sitt t = w> och 16s andragradsekvationen t2 4+ byt +by =0.

4. Los succesivt ut w, z och z ur dessa samband.

Vi tittar pa ett exempel dér det forsta steget redan dr utfort, ekvationen z®4z+41 = 0.

1
a) Gor variabelbytet © =w — —.
3w
b) Sitt w3 =t och 16s den andragradsekvation du fatt.
c) Bestim w.

d) Bestdm .



10 3 FUNKTIONER

3 Funktioner

3.1. Vilka av nedanstaende figurer visar grafen till en funktion?

a) y b) ) y d) y

(D >

T T \x T

3.2. En funktion f definieras genom sambandet f(z) =7z —2, = € R. Bestdm
a) f(2)  b)(=3) o fl@+2) d)f(f(3))

3.3. Bestam definitions- och virdeméngd till féljande funktioner

1 1
9 2 _ S — 3 -1 f
a) 2+ b)Vz—7 ¢ T d) z e) Vr )w+2
3.4. Rita graferna till f(x) = kz? for k =1, —1, 2, 0.5 i samma koordinatsystem.

Slutsats?
3.5. Rita graferna till f(z) =2?+b for b=0, 2, —3 isamma koordinatsystem. Slutsats?
3.6. Rita grafernatill f(z) = (r—a)?® for a =0, 2, —4 isamma koordinatsystem. Slutsats?
3.7. Om f(z) =0 precisda =z =2 eller x =4, for vilka virden pa = &rda f(4x) =07

3.8. Bestdm virdeméngden till funktionerna
a) f(z) = 2% — 2z +2 b) f(x) =322 — Tz + 1 ¢) fx)=a*+pr+q
dar =z € R.

3.9. Grafen till funktionen f(z) visas i nedanstaende figur.
Yy
2

Funktionen har definitionsméngden [0,3] och viardeméngden [0, 2]. Rita grafen samt
bestdm definitionsméngd och vardeméngd till

a) f(x)+2 D) flx)=3 ¢ flz+1) d) flx—-2) e) f(-x)
f) =f(z) g 2f(x)  h)fQ2zx) ) f(z/2)
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3.10. Kurvan y = f(x) har utseendet enligt figuren nedan.

L
) rz\x

Beskriv och rita foljande kurvor.

Dy=f@) -1 By=fa-1) )y= /)
Qy=f@r)  Qy=-f) Dy=i(-2)

3.11. Utga fran kurvan i uppgift 3.10. Beskriv samt rita kurvorna y = f(|z|) och
y=I|f(=)l

3.12. Vilka av nedanstaende figurer visar grafen till en funktion som ar injektiv, d vs som har

invers? ) y ; y
_ N
/\
/ v N

3.13. Bestidm, om mgjligt, inversen till féljande funktioner.

2) f(z) =20 +3 b) f(z) = 2x 4 ¢) f(z) = e
d) f(z) =3Inz, >0 e)f(x)zii, £1 o) f(z) =2?
g) f(z) =2 h) f(z)=va—1

3.14. Bestédm den inversa funktionen till f(z) = 2In(3z3 + 1).

3.15. En funktion f har inversen g. Om f(2) =0 och f(4) = 3, bestdm
a) g(0)  b)gB) ¢ g(f(2) d) flg(3))

1 .
3.16. Ange viardeméangden till f(x) = 2132 x # —2. Ar funktionen monoton, injektiv eller
x

begrinsad? Ange inversen om den existerar.
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3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

3 FUNKTIONER

Rita grafen till funktionen f(z) = |x —2|+|x+3|, z € R och svara fa f5ljande fragor.

a) Ar f monoton? b)) Ar f injektiv?
¢) Ar f begrinsad? d) Ar f nedat begrinsad?

Ange for var och en av foljande funktioner om den &r monoton, injektiv, uppat be-
grinsad, nedat begrinsad eller begriansad.

W) f@)= g e A0 D) f) = g, 7> 0

c) f(x):e4_3‘”2, x>1 d) f(x)=Ilnz, 0<z<e

Rita funktionen f(z) = 2+ 2z + |2® — 2z — 3| , = € R. Ange dess stérsta och minsta
virde (om sadana finns).

Satt f(z) =32% =7 och g(x) =422 Bestim f(g(z)) och g(f(x)).
fg(x)) = g(f(2))?

Sitt f(z)=2x+1, z€R och g(z) =2, 2 € R.Bestim f ', fog, gof samt
flog.

Avgor vilka av foljande funktioner som &r udda, jamna resp varken udda eller jamna.
a) 2 b) x° ¢) z? — 3z +1 d) z(e® —e™ %) e) vz

3\2 32 21/2. 21/3 1/In2 3 2
Berdkna (2°)%, 2(8%) ST 21/102 och Slog 2 - 2log 3.
. : o . 1. .
Rita funktionerna f(z) =2, x>0 for a =2, 4, 3 1 i ett koordinatsystem och
1 1
for a=-2, -4, ——, —= i ett annat.
2 4
Ordna talen In2 , g, V6 och /e i storleksordning.
Vilka av foljande rdknelagar &r sanna?
a) a”a¥ =a*t di a >0 b) (a*)Y = (a¥)* da a >0
1 1 1
c) o 7+5 da a#0, b#0 d)e"® =z da >0
1
e)ln(z+y)=lnz+lny da >0, y>0 f)ln(a:—y)zln—x da >0, y>0
ny
g) In? = Inz—-Iny da >0, y>0 h) sin(x 4+ y) = sinx + siny
Y
i) cos(x 4+ y) = cosx cosy — sinzsiny j) cos2x =1 —2sin’z

Vilka av foljande tal &r lika?

1
In2> In2-In4 In16—1n2 In8 ln(—g) In2+In4

In1 1
(In2)3 —lnf ~Ing 32 W8+l 2In3
n



3.28.

3.29.

3.30.

3.31.

3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

3.38.

3.39.

3.40.
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In(4z? +7)

=2
In(2z +1)

Los ekvationen

Bestam alla reella tal  som satisfierar ekvationen 2In(3 —x) —In(15 —z) =1n2 .

Manga fysikaliska forlopp, t ex radioaktivt sonderfall, brukar beskrivas av ett exponen-
tiellt avtagande av formen y = Ae™* dir A och k #r positiva konstanter och ¢ &r
tiden. I dessa sammanhang talar man ofta om halveringstiden d vs den tid det tar for
funktionen att avta fran begynnelsevirdet till halva detta vérde.

Betrakta funktionen y = 20e 3. Vilken halveringstid har denna funktion?

Los ekvationerna

a)Ilnz +In(z+1) = -1 b) In(3% 4 3T = 0.
Forenkla uttrycket In <:v(\/ 14 e* — \/67")> +1In (\/ 14+e 2+ 1),
. . . ™ . ™ ., ™ . .
Rita funktionerna sin(x— Z)’ sin(2x — Z) och sm(§ - Z) i samma koordinatsystem.

Uttryck z som funktion av a och « i figurerna nedan.

a) a - b) . c) "
«@ o !
a x
d) a e) z f) T
«@ « « ¢
a

Berikna sin(%—i—ﬁ) och cos(%—l—@) om sinf = 0.6 och tanf &r negativ.

Funktionen f(t) = 3cost — 5sint kan skrivas pa formen f(t) = Asin(t + ¢6) déar
A >0 &ar en konstant. Bestim A och tand. I vilken kvadrant ligger 67

En av forutsattningarna i jw-metoden, for analys av vixelstromskretsar, dr att summan
av tva sinusfunktioner med samma vinkelfrekvens, men méjligen olika fasvinkel, &r en
sinusfunktion. Visa detta, d vs bestdm konstanterna C' och v sa att

Asin(wt + «) + Bsin(wt + ) = Csin(wt + 7).
Forenkla sin? 6 cos? ¢ + sin? 0 sin? ¢ + cos? 6.
Uttryck cos®# —sin? 6 i cosinus for multipla vinklar.

Los ekvationerna

a) sindr =sinz b) cosbx = cosz ¢) tan3x = tanz.
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3.41. Los ekvationen cosbx = sinx.

3.42. En birvag med vinkelfrekvensen wg amplitudmoduleras med en ren sinuston med
vinkelfrekvens w,, < wg. Den modulerade signalen blir av formen

u(t) = A (14 pcos(wmt)) cos(wot)

dar A och p &r konstanter. Skriv denna signal som summan av tre harmoniska
svingningar (undre sidband, bérvag och 6vre sidband).

7 7 3 4
3.43. Berdkna sin 1—7; genom att utnyttja att 1—7; = l—g + %

3.44. Berdkna samtliga vinklar och samtliga 1
kantldngder i triangeln. \ /6 / %/

3.45. Modell av kolvrorelse.
En vev med lingd r roterar kring
punkten O. I vevens &dnde, punkten P, 14 !

ar en vevstake med ldngden [ fiist. Vev-
stakens andra dnde, @, glider lings z- 0 Q
axeln. Bestam :s liage da veven bildar
vinkeln o med z-axeln.
3.46. Rita i en och samma figur
. U 7T .
a) y =sinz, -3 <z < 5 och y = arcsinz
b) y=cosz, 0 <z <m och y=arccosx
7 T
c)y=tanzr, —— <x < - och y=arctanz

2 2
d)y=cotz, 0 <z <7m och y=arccotz.

3.47. Vad ar arcsinx och arccosx om x &ar

a) 1 b) -1 c) ——— d) 2 e)

N

3.48. Vad dr arctanz och arccotz om x ar

D1 b1 o) —v3 )0 e)\}g?

3.49. For vilka x géller att

a) arctan(x — 2) = % b) arcsin(2 — 3x) = % c) arccos(2x +4) = g
d) arctan(z? — 52 +6) =0 e) arccos(z® 4+ 1) = % f) arcsin(3z — 1) =7

3.50. Vi vet att arcsinz = g Vad dr arccosz?



3.51.

3.52.

3.53.

3.54.

3.55.

3.56.

3.57.

3.58.

3.59.
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Berdkna
. 1 , 1
a) sin(arcsin 5) b) cos(arccos 2) ¢) sin(arccos §)
1
d) sin(arctan ) e) tan(arccos Z)

For vilka x géller att

a) arccos(cosz) = x b) cos(arccosx) = x ¢) arctan(tanx) = z?

. .. . . . 7r .. .. . .o
For vilka reella a &r ekvationen arcsinz + arcsina = 5 losbar? Los ekvationen for

dessa virden pa a.

Los ekvationen

. . 7T .
a) 2arcsinz + arcsin 2x = 5 b) arccosz = arctanz ¢) 2arcsinx = arccos 3x.

Forenkla sa langt som mojligt

4
a) arcsin E + arctan 7 b) arccot 2 + arctan 3 + arctan 7
c) arctan 2 + arctan 3 + arctan 4
1 1 1
Bestdm w + v+ w i figuren.
1
U ) v w
De hyperboliska funktionerna definieras som
x —x r __ ,—T
coshx = % , sinhz = %

Visa att

a) cosh? z — sinh?> 2z = 1 (hyperboliska ettan)
b) cosh(x + y) = cosh z cosh y + sinh z sinh y
¢) sinh(z + y) = sinh x cosh y + cosh z sinh y.

r _ -

e’ —e
Lat y =sinhz = — Bestam x uttryckti y.

0,omz<0

Heavisides sprangfunktion definieras som H(x) =
1, oma >0.

Den &r ibland mycket praktisk att anvinda sig av, t ex om man vill beskriva forlopp som
startar vid en viss tidpunkt (strombrytare) och anvinds foljdaktligen ofta vid studiet
av elektriska kretsar. Rita grafen till

a) f(z) = H(x) b) f(x) = H(z —2)

c) fx) =H(x —2) - H(z - 3) d) f(z) =B —=)(H(z-2) - H(z - 3))
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4 GRANSVARDEN OCH KONTINUITET

4 Gransviarden och kontinuitet

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

Skissa graferna till nedanstaende funktioner och bestam lim f(x).

1 1
a) fl)=— b)fl@)=—5 ¢ fla)=2
x x
Q) f@)=e o) f@) = £) f(z) =Inz
Vad dr a) lim e b) lim arctanz ¢) lim arctanz d) lirg Inz?
r——00 r—00 r——00 T—U4
Berékna
2 2 9 2 1
Q) lim —2— b lim — o) tim 22T gy gim
a—oo g3 4 12 z—oo 322 +1 z—oo 33 + z—oo 1 — 1
Lat P(x) och Q(z) vara polynom, och Q(x) # 0. Vad kan séigas om lim @ om

a) grad P(x) > grad Q(x)
b) grad P(z) = grad Q(x)
c) grad P(z) < grad Q(z) ?

Berikna
241 2 2 3

a) lim VITE b) lim = c¢) lim 2otV

z—oo 2 —2 r—oo /312 + 1 r—oo 1 —zx
Berékna

4 s .

a) lim cosx b) lim sinz c¢) lim Sl d) lim Ty

Tr—00 Tr—00 Tr—00 €T r— 00 2 — ,ZU2
Berékna

In3
a) lim 0o b) lim (V% + 2z — z)
z—oo In a3 z—00

. An 1 R |
O e 9D o

Bestéam konstanterna A och B sa att lim (vVaz?+2— Az — B) =0.

T— 00

Berékna a) lim (1 — i)(—l)” b) lim (n —v/n?—1) ¢) lim n(n—+vn?—1).

n—oo n n—0o0 n—oo

. . Val+ o — Va2 -z
Berdkna lim .
v—00 /32 4 21 — /22 — 22

Berékna a) lim 2°Inz b) lim —- ¢) lim z3e V7

T— 00 r—o0 I r—00
Runt ett bord i Ryd sitter nagra glassugna teknologer och stirrar pa ett glasspaket. De
har upptéckt att de inte klarar av att dela glassen sa att all far exakt lika mycket glass
och vet ingen rad. Lyckligtvis passerar Linnéa det 6ppna fonstret och upptéicker deras
brydsamma situation. Radig som alltid, foreslar hon féljande 16sning pa problemet:



4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.
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— Linus far forst féra kniven fran ena dnden till mitten av glasspaketet (hon vet
niamligen att Linus dr kapabel att finna mitten av en striicka). Dérefter f6r han
kniven tillbaka halva strickan (d vs tillbaka 1/4 paket) dérefter framat halva denna
stricka, bakat halva denna stricka osv . Da kommer Linus, “efter att ha utford
detta odndligt manga ganger”, att ha hittat den del pa paketet dar han skall skéra
for att fa sin bit.

Linus invander att detta kommer att ta oindligt lang tid, men &ven hér finner Linnéa
pa rad.

— Du &r ju en héndig teknolog, Linus, sa det gar nog bra ska du se. Det tar dig 10
sekunder att hitta mitten av paketet, men nér du sedan skall backa tillbaka halva
strickan kommer det att ga fortare, det tar bara 5 sekunder. For varje ny halvering
du gor kommer sikert bara halva féregaende tiden att ga at. Du ska ju bara flytta
kniven hélften sa langt som forra gangen.

Dérefter limnar hon de forbryllade teknologerna. En liten stund senare passerar hon
ater fonstret och ser da hur hennes vinner sitter och smaskar i sig varsin exakt lika stor
bit “Gammaldags Vanilj”.

a) Hur manga teknologer satt det runt bordet?

b) Hur lang tid tog det for Linus att skdra upp sin bit?

1 1 1
Konvergerar talféljden (an)pe; da ap=14+ —+ —+---+ —=7

V2 V3 vn

2 3
Konvergerar talfoljden (an)ne; da ap, = 1 + el + B N 4%?
Berdkna lim 2t dn_n .
n—00 n—3 2
nn 1 n2
Berékna a) lim ——— b) lim <1 — > .
n—00 (n — 1)” n—00 n

n——oo

1 n
Visa att lim <1 + ) =e.
n

Rita en situationsbild som illustrerar hur talen a, varierar med n da

ap = 1 ag = 2
a’) 3 CL% b) { o 2
apn+1 = §+Gn—? ant1 = A +ap —2
ayg = 3
c) an 1
st = ot o
n

En talfoljd &r definierad genom rekursionsformeln w,4+1 = v/3u, , n =1,2,3,... och
u1; = 1. Visa forst att 0 < u, < 3 for alla n och sedan att talféljden dr vixande. Visa
slutligen att foljden &r konvergent och berikna dess gransvirde.
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4.20. Vid numerisk berdkning av kvadratrotter anviander man ibland féljande rekursionsfor-

mel:
ar=a>0
1 A
an+1:(an+> ,n=1,2,3,...
2 an

Visa att a, konvergerar mot VA di n — oo.
4.21. Vi vill finna ett narmevéarde till roten till ekvationen
B4+ —-1=0

genom att anvinda oss av iteration. Vi skriver om ekvationen pa formen z = g(z) och
itererar 2,41 = g(z,). Vidare vet vi att roten dr ungefir 0.7, sa vi véljer xg = 0.7.
Vilken eller vilka av foljande val av g(z) fungerar?

_ 1+z—2°

5 c) g(x) = 2® 4+ 2z — 1.

a) g(z)=1—2" D) g(x)

4.22. Anviand intervallhalvering for att stinga in det positiva nollstéllet till

2
) x
f(x)—smx—g
i ett intervall av ldngd 0.001 .
4.23. Berdkna
2 _
a) lim 2% + 1 b) lim 1 —2%—2% c¢) lim v oS
z—2 z——1 z—3 T —3
. 2 —1 23— 222 o 22—-b5r+6
d ;1—% 22 — 31+ 2 e)zl—% 1— a2 f):ll—% 2 — 21
. V=3 - 1 4
g)ml—%x—2 h)}?% x—9 1)mli>rr_12 x+2+x2—4
4.24. Beriikna a) li v -1 b) Tim &1 €z
24. Berékna a) lim —5— lim —=—, myn L.

4.25. Vilka av foljande funktioner &dr kontinuerliga? Rita graferna.

a) f(z) = a? b) fla) = =, w #£0
0, x2<0 _ 0, <0
C)f(x)={x,x>0 d)f(x)—{17x>0

4.26. Undersok om funktionen f &r kontinuerlig, da

2

z+1 , x>1
flz) =

z+1 , <l
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4.27. Bestdm talet k sa att f blir kontinuerlig, da

2*562, x> 2
€Tr) =
/(@) {k—3:c,a:<2.

4.28. Undersck om funktionen f &r kontinuerlig, da

2 —4 a2
fwy=4 "7
4 , T =2
sin(3z)/x x <0
4.29. Sitt  f(z) = Ar+B , 0<z<7/2 .Kan man vilja A och B sa att
sin ,  x>m/2

funktionen blir kontinuerlig? Bestdm i sa fall A och B.

22241

funktionen blir kontinuerlig?

, ¢ # 1. Kan man definiera f i = =1 sa att den utvidgade

4.31. Funktionerna f och g &r kontinuerliga for 0 <2z <1 och f(0) =g(1) =0 samt
f(1) = g(0) = 1. Visa att det finns ett tal £, 0 < & < 1, sadant att  f(&) = g(&).

sin x

4.32. Visa att ekvationen e = 3cosx har minst en 16sning i intervallet 0 < z < 7/2.

4.33. Visa att varje reellt polynom av udda grad har minst ett reellt nollstélle.

1
4.34. For funktionen f(x) = — giller att f(1) > 0 och f(—1) < 0. Borde det da inte
x
finnas ett tal = mellan —1 och 1 saatt f(z)=07

4.35. Visa att funktionen y = z° 4+ z, > 0 har en kontinuerlig invers.

4.36. Beridkna

3e” 42 —3e "
a) lim z%¢® b) lim 2% * c¢) li ¢t d) lim /o
T—00 T—00 z—o0 e¥ +4 z—oo T + He T
2z T 2z —2x
-2 1 -2
4.37. Berdkna a) lim e b) lim e oete”
z—0 x2 z—0 x2
4.38. Berékna a) lim zlnzx b) lim L
z—0+ z—0t Inx

4.39. Beriikna foljande gransvirden

lim z”  b) lim 2/™" lim z(In(l +z) -1 d) lim —
a) Jim )xirél+:c c) xinolox(n( +z)—Inx) )xi%h e
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xT

4.40. Satt y = e® —1 och uttryck S

e —1

som en funktion av y. Hérled dérefter standard-

griansvirdet lim 1.
x—0
4.41. Berédkna
in4 in 2
a) lim o 362 b) lim — c) lim i
=0T — X z—0 tanx r—00 I
1 sin 2x 1 : 2
d) lim zsin — e) lim S —— f) lim S?n;c
z—0 x z—0 T z—0 sIn“ x
4.42. Beridkna
a) lim cosx — 1 b) lim Ccos ¥ ¢) lim arcsin x
a—0 a2 a2 T — /2 =0 T
t sin?z 1
d) lim ——— e) lim m f) lim ——
z—0 arctan 4x z—0 arcsin 2x z—0 xtanzx
4.43. Bestam alla asymptoter till
) 23+ 522 —4 b) 3+ 222 —x—2
a = =
y x2—4 y 22—z —2
V= ) .
C = — =
YT YT v 2 -3
4

= t
e) y = arc an———
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5 Differentialkalkyl

5.1.

5.2.

9.3.

5.4.

9.5.

9.6.

Temperaturen T'(t) (grader) i en bil &r en funktion av tiden ¢ (minuter), métt fran
det att man startar bilen och slar pa viarmen. Vad betyder foljande?

a) T(0) =5 b) T'(0) =2 c) T'(20) = 0 d) T(20) = 18
Uttryck foljande samband i matematiska formler (infor sjilv lampliga beteckningar).

a) Plutonium sonderfaller med en hastighet som dr proportionell mot den méngd av
materialet som aterstar.

b) Spénningen 6ver en spole &r proportionell mot dndringen av strommen (genom
spolen) per tidsenhet.

¢) Strommen genom en kondensator dr proportionell mot dndringen av spdnningen
(genom kondensatorn) per tidsenhet.

d) En kropps temperatur &ndras med en hastighet som &r proportionell mot skillnaden
mellan kroppens och omgivningens temperatur.

e) Accelerationen hos en kropp #r lika med dndringen av kroppens hastighet per
tidsenhet.

I en behallare finns 100 liter sockerldsning, som fran borjan innehéller 0.15 kg socker per
liter vitska. Genom ett ror tillfor man 5 1/h av en sockerlésning med koncentrationen
0.1 kg/1. Samtidigt tappar man ur lika stor méngd av l6sningen i behallaren genom ett
annat ror. Vitskan i behallaren rérs om hastigt, sa att koncentrationen ar densamma i
hela behallaren. Bestdm en ekvation for médngden y(t) av socker i behallaren vid tiden
t.

2
Rita grafen till f(z) = ) for 0 <z < 4. Bestdm geometriskt lutningen hos f(z)
for = =0, 1, 2, 3. Lat g(z) beteckna lutningen som en funktion av z. Rita dess graf
samt bestdm dess ekvation.

ZL‘2

Bestim med derivatans definition f’(0), f’(1) och f(x) da f(a;):?.

Nedanstaende figur visar grafen till en funktion f(z). Bestdm ur figuren

a) f(2)
b) £'(2)

c) ekvationen foér den tangent till kurvan som gar genom punkten (2,4).
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5.7. Beridkna, med direkt anvéindning av definitionen, derivatan till

2) f@)=z b) fl2)=2® o) fla)=a+a

O f@) =1 ) f@)=VE ) f)=ar’ +hrte

5.8. Ange, pa formen y = kx +m , tangenten och normalen till kurvan 3 = 23+1 genom
den punkt pa kurvan dar z = 1.

5.9. Derivera

1 1 2
2 3 -2 2
a) z° + 2z b):c—; ) x d) 2z e) x t 53
1 1+ 22
DVt B) % ) (20 —1)° i) (24 1102 — 2)%
1
D) (@=aH k) V1i-a? ) m) \/z+\/z+ V&
1+
5.10. Derivera
1 1
a) e b) 5671 c)2lnz d) % e) e —3lnx f) In |[4z|
5.11. Derivera
a) r’Inz b) ze** ¢)lnz-e¥  d) 2(z* +2)In|z]
e) ¥Ba?+2) f) Veer? ) e h) e~2/®
i) e ,]) x(:r:z) k) xl/ln:c

5.12. Derivera foljande funktioner:



5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

23

1+zx
1—=x

a) In b) In(1 4 2?) ¢) In|5 — 2x|

d) (Inz)? e) In(x +vz2+1) f)ln

X

g) In|ln h) zln|z| —x i) In(e” —e™")

Derivera

a) Asin(wr +4d) b)tanx—x c¢)e Tcosz d)e”

e) tan® x f) ln]tang\ g) In|sin x|
Derivera
a) arcsin4x b) arccos3z  ¢) 4arctan§
d) arcsin(z? — 1) e) arctan — ) (arctanz)?
x

g) rarcsinx + m h) arctane® i) e(1+i)z

Berdkna
a) lim arctan(2 4+ h) — arctan 2 b) lim sin(l — 4z) —sin 1
h—0 h z—0 3z

Undersok om funktionen f(z) =

2
+2 >1 . . )
{ v ve dr kontinuerlig och deriverbar.

r+2 , z<1

For vilka = & f(z) = 22 + 14 |2 — 1| kontinuerlig respektive deriverbar? Ange
funktionens derivata (eller ensidiga derivator). Rita funktionen.

ac® +br+2° | <0

blir
vVae+1 , >0

Bestdm konstanterna a och b sa att f(x) :{

deriverbar for alla z.

Funktionerna f och g &r deriverbara och f(0) =1, g(0) =5, f(1) =1, ¢g(1) =2,
f(0) =2, ¢(0) = -1, f'(1) =4, ¢'(1) = 3. Motivera varfér go f #r deriverbar och
berdkna derivatan i z = 0.

Funktionen f(z) ="+ +1, 2 € R har en deriverbar invers g. Berikna ¢'(35).

Funktionen f(z)=2®—62°+7, 0 <z <4, ir given.
a) Visa att f(x) har en invers funktion, g(x).

b) Ange inversa funktionens definitions- och virdeméngd.
c) Beridkna ¢'(2).
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5.22.

5.23.

0.24.

5.25.

5.26.

0.27.

0.28.

9.29.

5.30.

5.31.

5.32.

5.33.

5.34.

5 DIFFERENTIALKALKYL

x —x

e’ —e
Den hyperboliska funktionen sinhz definieras som sinhz = 5
a) Visa att f(z) =sinhz har en deriverbar invers funktion.
b) Beriikna den inversa funktionens derivata.
. sinx . . . -1
Lat f(z) = , 0 <z < 7. Visa att f har en invers funktion ¢ = f samt
x

berikna ¢'(2/7) .

Funktionen y = f(z), x > 0, ar stréngt vixande och deriverbar. Vidare &r f(1) = 2,
f(2) =10, f/(1) =3 och f(2) =5. Ar inversen f~! deriverbar i punkten 2? Ange i
sa fall derivatan.

Effekten fran ett bilbatteri med konstant inre resistans R och konstant polspédnning U
i P(I) =UI — RI? , dir T ar stromstyrkan. Vid vilken stromstyrka erhalls maximal
effekt?

Bestam eventuella lokala extrempunkter till
a) fz) =23 —32°+3z b) f(x)=2® 4z +3

_ 4 _ x
0) fl@)=x Q) f@) = =

Bestéam alla lokala extrempunkter till funktionerna
a) f(x) =z =1 = |z =3[+ |z =5  b) f(z) = |3z — 2|

Bestam storsta och minsta varde for
a) flx)=1—2% da z€[-1,2] D) f(z) =22 da ze[-1,1]

¢) flz) =2 —4r da 2€[-2,2] d) f(x) =z +sinz da z € [~m,7]
Bestim storsta och minsta virde till f(z) = (z — 2)* e’ +1, z € R.

2
Rita grafen till funktionen f(z) =In(z+1)—Inz— o > 0 samt ange eventuella
x

lokala max- och minpunkter samt asymptoter.

Rita foéljande funktioner. Ange lokala extrempunkter, storsta och minsta virde samt
lodréta och vagriata asymptoter.
a) f(z) = a3e™® b) f(z) = ate™
1
c) flx)=xlnz — 2z d) f(m):x+1+2arctanx.
x [R—

—z2

Rita grafen till funktionen f(z) = 36 5 sa att dess visentliga egenskaper framgar.
— 2

[.

Avgor om funktionen f(x) =tanx —z &r strdngt monoton eller monoton pa | — g,

oS

Visa att funktionen f(x)= ar striangt vixande i intervallet |0, 7/2].

sin x

TL
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Undersok funktionen f(z) = e* —x — 1, z € R, och visa med hjilp av detta att

e >x+1 om x#0.

T
Visa att arctanz > —— for = > —1.
r+1

Hur manga reella 16sningar har ekvationen 3z* + 622 = 82 + 27

Rita funktionen f(z) = ¢ —1 — 2arctanz och ange alla lokala extrempunkter och
asymptoter. Hur manga reella rotter har ekvationen z — 1 = 2arctan z?

4+ 1627
Hur manga reella l6sningar har ekvationen In % = arctan(2z) 7

Bestém storsta och minsta viirde av sin? z + 2 cos® 2 + 3sin z cos .

Rita funktionen f(z) = 2 4 3+ |22 + 2 — 2|, = € R. Ange lokala extremvirden samt
storsta och minsta virden.

Rita funktionen f(z) = 2>"% x> 0. Ange lokala extrempunkter och asymptoter.

For vilka virden pa = ar f(z) ==z vildefinierad? Rita funktionens graf samt

ange lokala extremvéirden och asymptoter.

Berdkna n:te-derivatan av
a) f(z)=lnz b) f(z)=e3® ¢) flz)=zlnzx
d) f(z) =sinz e) f(z) = 2%e®

2

d*h
Sétt h(z) = f(g(x)). Uttryck T2 i derivator av f och g.
x

Lat f varaen tva ganger deriverbar funktion, med f(a) = f(b) = f(c¢),dédr a <b < c.
Visa att det finns minst en punkt ¢, sddan att a <& <c och f”(£) =0.

2 3

Visa att ln(1+a:)<x—?+§ om z>—-1, xz#0.

2
Giller olikheten (1 -+ + %)eﬁ < /2 foralla x € R?
Visa att ekvationen 2x —xlnz =1 har exakt en 16sning i intervallet |0, 1].

1
Visa att funktionen f(z) = — + Iny/x + arctanz, > 0 har ett minsta virde och
x

bestam detta.

Bestam, for varje virde pa konstanten a, antalet skilda reella rotter till ekvationen

62° — 152* — 1023 + 3022 = a.
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Hur manga olika reella 16sningar har ekvationen arctanz = In (1 +x+ :1:2) ?
For vilka reella x giller olikheten arctanz < In(1 + x + z°)

Bestam virdeméingden till funktionen f(x) = z*, x > 0. Hur manga ganger antas varje
varde?

1
Visa att Inz <z — —= for = > 1.

N3

2 $4 136 2 4

Visa att 1—§+E—a<cosx<l—§+ﬂ for = # 0.

Visa att zlnz — (Inz)? >z —2 for > 1.

Bestam extremvérden samt storsta och minsta varde till

N | =

f(z)=zlnz+ (rlnz)?, 0 <z <

Hur manga rotter har ekvationen 2zIn(1+ x) =3z — 17

Bestém alla reella tal a sadana att olikheten arctanz > 2(1 — ax?) &r uppfylld for
alla « > 0.

Hur manga nollstéllen har funktionen f(z) = arctanz —In(1+x), x > —17

For vilka viarden pa konstanten a har funktionen f(x) = arctanx —az, * € R nagot
lokalt maximum?

Vilken punkt pa kurvan y = — ligger narmast origo?

N

I en ratvinklig lada med kvadratisk bottenyta &r héjden och sidan i bottenytan tillsam-
mans 6 dm. Bestdm ladans maximala volym.

Tva linjer har riktningskoefficienter k respektive 2k , k > 0. Vilka varden kan vinkeln
mellan linjerna anta?

Summan av tva positiva heltal dr 20. Bestim deras maximala produkt.

En lada utan lock, med kvadratisk bottenyta, ska ha begrénsningsytan 6 dm?. Bestim
ladans maximala volym.

En likbent triangel har basen 2 cm och toppvinkeln 7/3. I denna inskrivs en rektangel
som har ena kanten pa triangelns bas. Hur stor kan rektangelns area vara som storst?

En likbent triangel &r inskriven i enhetscirkeln. Bestédm det storsta virde som triangelns
area kan anta.
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Fran en ort A géar en rak motorvég till en ort B, beldgen 40 km fran A. En sovstad C
vixer upp 4 km 6ster om motorvigen, 24 km norr om A. En trafikundersokning visar
att invanarna i C' bescker A dubbelt sa ofta som B. Hur skall en anslutningsvég fran C
till motorviagen byggas for att invanarnas totala bensinférbrukning vid fard till A och
B skall bli sa liten som mojligt?

Genom en punkt (z,y) pa kurvan y = , x >0 dras tangenten och normalen till

1
Nz
kurvan. Dessa begréinsar tillsammans med z-axeln en triangel med arean A(x). Bestdm
storsta och minsta viirde av. A(x) (om dessa existerar).

En man befinner sig i en roddbat i
en sjo, 2 km fran stranden. Stranden
kan anses vara rétlinjig. Mannen vill
sa snabbt som mojligt forflytta sig till 2 km
punkten P genom att forst ro till stran- P
den och sedan ga den eventuellt reste- :
rande strickan till P. Mot vilken punkt 6 km
skall han ro, om han ror 6 km/h och gar
10 km/h?

En konstnér har inbjudits till att utsmycka universitetet. Konstverket dr utformat pa
foljande vis. Ett halvklot med radie R ldggs pa marken med den plana sidan ner och
kapas déarefter med ett horisontellt snitt. Den 6vre kalotten tas bort och pa den snittyta
som uppkommit lédggs ett nytt halvklot med samma radie som snittet. Hur hogt kan
detta konstverk bli som mest?

Bestdm maximala arean av en axelparallell rektangel som har sina horn pa ellipsen

2 2
T .
— + —yQ =1, dér a och b &r positiva konstanter. Visa ocksa att kvoten mellan denna

area och ellipsens area &r konstant (dvs oberoende av talen a och b).

Man vill tillverka en hdngrinna av fyra
stycken lika breda bréddor. Rdnnan ska
ha lodrita sidor, sa tvérsnittet ser ut
som i figuren. Hur ska vinkeln mellan
bottenbradorna véljas for att rdnnan
skall rymma sa mycket som mojligt?

Punkterna A och B ligger pa samma sida om en linje i planet. Bestdm den punkt P
som ligger pa linjen och som gor att summan av avstanden AP och BP minimeras.

En rektangel inskrivs i en cirkel med radie 1. Bestdm rektangelns maximala area. Vad
har rektangeln for form da arena dr maximal?

En cylinder placeras inuti en kon, som
bilden till hoger visar, sa att cylindern
och konen har samma symmetriaxel.
Hur stor del av konens volym kan cy-
lindern som mest uppta?
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5.79. Tva gator med bredd a respektive b korsar varandra under rit vinkel. Hur lang dr den
ldngsta stang som i horisontellt l4ge kan foras fran den ena gatan till den andra?

5.80. En kon kan bildas pa foljande sétt. Klipp ut en sektor ur ett cirkulért papper och klistra
ihop de bada raka kanterna. Hur stor skall sektorns medelpunktsvinkel viljas, for att
konens volym ska bli sa stor som mojligt?

5.81. En 10 m lang stege lutar mot en vigg.
Stegens nederdel ror sig fran viggen
med en hastighet av 2 m/s. Hur snabbt
faller stegens 6verdel, da dess nederdel
befinner sig 6 m fran véggen?

10 m

2m/s

—

5.82. En vattentank i form av en rit cirkuldr kon (spetsen nedat) med radie 3 m och hojd
4 m fylls med vatten med en hastighet av 20 1/min. Hur snabbt stiger vattenytan da
tanken &r fylld till

a) 1 dm hojd b) 2 m hojd?

1 1 1
5.83. For en tunn lins géller linsformeln — 4 — = — dér z &r foremalets avstand till linsen, y
x

Yy
ar bildens avstand till linsen och f &r linsens brannvidd. En lins har brinnvidden 10 cm.
Ett foremal ndrmar sig linsen med hastigheten 1 ecm/s. Hur fort och i vilken riktning
ror sig bilden, da foremaélet ar

a) 20 cm b) 9 cm fran linsen?

5.84. Ett 2 meter hogt plank star pa avstandet 3 meter fran en vigg. Bestdm den kortaste
lingd en stege maste ha for att na fran markplanet till viggen, 6ver planket.

5.85. En ljusstrale infaller mot en sfirisk vattendroppe. Stralen bryts, reflekteras och bryts
igen innan den fortsétter sin viig (se figuren).

Vid brytningen géller Snells brytningslag: n sin § = siny déir n &r vattnets brytnings-
index (n & 1.3, men det varierar med ljusets vaglingd). Deviationsvinkeln ¢ anger den
riktningsdndring som ljuset genomgar. Bestdm infallsvinkeln ¢ sa att J minimeras
(det &r i denna riktning som det reflekterade ljuset far hogst intensitet, pa detta sétt
uppkommer regnbagen).
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5.86. Man viker ett rektangulért papper som figuren visar, sa att hérnet A viks till punkten
A’ som ligger pa strickan BC och sa att P ligger pa strickan AD och Q pa strickan
AB. Ange hur man skall vika for att vecket, dvs strickan PQ), skall bli sa kort som

mojligt.
C 30 cm

20 cm|

D

5.87. En telefonkabel skall forbinda X-stad
i I-land med Y-stad i U-land. Grénsen
mellan de tva ldnderna &r ratlinjig.
P& grund av olika loner, skatter mm,
raknar telebolaget med en kostnad pa
k1 kronor per meter i I-land och ko kro-
nor per meter i U-land. Visa att for
den billigaste kabelstrackningen géller
att kisina; = kosinag , med beteck-
ningar enligt figuren.

B

c A’

X-stad

«—__— k1 kronor/meter

/L/ nationsgrans

S\

ko kronor/meter Y-stad

5.88. Ett ndrmeviérde till nollstéllet « till funktionen f skall berdiknas med hjélp Newton-
Raphsons metod. Askadliggor i en figur hur detta gar till. Hiirled iterationsformeln.

5.89. Ekvationen z® —3z —1 =0 har en rot i [-0.4,—0.2] . Bestim med en noggrannhet
om 10~* denna rot med hjilp av Newton-Raphsons metod.
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6 Primitiva funktioner

6.1. Berdkna
2, % 3 _ 3 dx
a) /(4:0 +2) dx b) /(:c 3z —1)dx c¢) =
1 2 3 . da
d)/(x+1:2_x5”)dx e)/a: dzx f) T
2 1
g)/x:xdx h)/sng dx i)/mﬁdm
1+ 2V/ab
j)/—kxg\/;dm k)/mx/x—i-ldx.
6.2. Berdkna

a) /cos 2xdx b) /sin5a: dx ) /cosgdx d) /sinzd:c
dr dx —2x —z/3
e)/1+$ f)/1—2:c g)/e dx h)/e dz

6.3. Av foregaende uppgift kan man tycka sig ana ett samband. Det forefaller som om man
skall dividera med inre derivatan da man bestimmer primitiva funktioner. Vi undersoker

om det kan vara sa i allméanhet.
2
xT

e
a) Linus pastar att /e”’“"2 dr = o + C. Har han ratt?
x

Fg(x))

"x

b) Linnéa dr modigare och pastar att /f(g(x)) dx = +C om F #ren
primitiv funktion till f. Vad blir villkoret pa g(x) for att hon skall ha ratt?

c) Légg resultatet i uppgift b) pa minnet.

6.4. Beridkna
2 7 dx
—d b —d e —
8L)/cos2:L‘ v )/1+:n2 * C)/,/4_4x2
6.5. Berédkna

a) /xe"”dm b) /:ccosQazd:c c)/msinxdm d)/a:e“da:
e)/xln|x]dx f)/$2COS.1‘d{B g)/wze%dm’ h)/ln2xdw

6.6. Beridkna

d
a) /1n|x]d:c b) /:carctana:da; c) /ln]g;Z—i—:c\da: d) /(93—52)2
6.7. Berdkna

a) / (m3+ 1)7 322 da b) /:c(1+2:v2)4 dx c) /4x6x2 dx d) /ecosxsin:pdx
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Beridkna

a3 sin x e3® a1
a)/x4+1d$ b)/cosxda: C)/l—i—ei’mdx d)/1+xndaz

Berakna

4 2
a)/siancosxdx b)/cosx dz C)/(Es\/mdg; d)/xdg:

sin? x 23 + 2

i dx dz dx
Beridkna a) /1—}—4(1}2 b) /\/m C) /W

Bestdm alla primitiva funktioner till

1 1 e’
a b) —— c) —— d) 2%Inz.
) V1 — z2arcsin x ) x2 44 ) V1 —e2 )
Inz sinz 2 3 22
e) 7\/5 f) P g) we h) z°e”".

Beridkna a) /arcsin;v dx b) /(lnm)2 dx.

Beridkna a) /em cosz dx b) /acln(x2 +1)dx c) /m(lnx)2 dzx.

Bestidm alla primitiva funktioner till \/x cos /.

Foljande uttryck skall partialbraksuppdelas. Ange hur en korrekt ansats skall se ut.

1 T 2x+3
2) @Dz +1) b) (@~ D +1) °) (z +4)?
d) 3 e) ¢ —2x+1 f) 2z — 4
(z +4)? (z+2)3(x — 3)? (2 +z+1)(z —4)

Vilka av konstanterna kan fas direkt med handpaldggning?

Partialbraksuppdela féljande rationella funktioner.
1 T 20— 1 x4+ 2
— b) —— d) ——
Va1 PMea Yeisersera Yo

Linus har just lart sig handpaldggning och kommer fram till att

22 —x—3 1 1

(z—1)(z+2) z—-1 z+2

Linnéa havdar dock att svaret inte stimmer. Vem har ratt?

. dx 22— 5z + 10 r—5
Beridkna a) / $2 1 b) / ﬁ dx C) / m dz.

2z +1 r+1 dx
Berak —d b ——d .
crakna a)/(x+2)2 v )/x2—|—4x+8 v C)/x3—4x
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222 + 11z — 31 1722 — 2 — 26
Berak .
erdkna a) /x3—2x2—5x+6d$ b) / @2 —1)(a? = 4) dx

. dx In |z| In(z? + 2z + 2)
Beridkna a) /(:1:2_1)2 b) /de C) / x2 dx

d
Beriikna a)/ v b) /tanxdx c) /cos5xd$ d) /sin4:vd:1:.

Cos T
d d
Berikna a)/ ° b)/ ’ c) /sian cos 2z dzx.
cos® x cos? x
sin 3z 4 dx
Berik d b —d _—
crasua a)/sin2x v )/5+4sinx v C)/sinx—i—cosx
. 1—1—\/37— Vo —1 v —1
Berikna a)
1—Vzx—2 z+3 T — 2
Berikna
)/ dz >0
a — ., a
22+ a2’
dx
b / s
) Va2 — 22

¢) Blir svaren annorlunda om a < 07

Berdkna a)

d
/w b>/$d$
Va2 + 2z + 2 Va2 + 2z + 2
Beriikna / V1 —22dr genom att

a) gora variabelbytet x =sint dir —— <t <

T
2

oy

b) partialintegrera.

1
(x+1)3(x+2)

Bestdm en funktion f definierad for alla o > 0 sidan att f'(z) =
och lim f(z)=
r—00
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7 Integraler

, —1<z<1
5 T, rz=1
7.1. Berdkna /(I>(:z:) dx av trappfunktionen &(x) = -2 , l<z<25
-1 —11 x=2.5
| 4, 25<az <5

7.2. Lat f(z) ==z, 0<z<1.

a) Delaintervallet [0, 1] i5 lika langa delintervall. Lat dérefter ®5(x) och Us(z) vara
lampliga under- resp ¢vertrappor som &r konstanta pa dessa delintervall. Berdkna
1 1

/<I>5(x) dz och /\115(35) dx.

0 0
b) Dela istéllet intervallet [0,1] i 10 delintervall och berékna pa motsvarande sétt
1 1
/@10(:6) dx och /\Iflo(x) dzx.
0 0

c) Gor om detta da du delar intervallet [0,1] i n stycken intervall.
1

d) Berikna /xdm.
0

1
7.3. Berédkna, med anvéndning av definitionen, / e’ dzx. (Jamfor foregaende uppgift.)
0

5
1
4. likhet — <
7.4. Visa olikheten 313 /
3

dx 1
< —.
1+24 41

2x
1
7.5. Funktionen f &r kontinuerlig i en omgivning av 0. Berékna lim — [ f(¢)dt

z—0 X
T

n+1

n—oo
n

7.6. Berakna lim /arctanmdm.

xX
7.7. Bestdm derivatan av funktionen f(x)= /e_t2 dt , r € R.
1

/ smt
t
2

7.8. Bestdm derivatan av funktionen f
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arcsin x

t
7.9. Bestam derivatan av funktionen f(z)= / sint dt , 0<z <1
0

xT

7.10. Bestdm den punkt i vilken funktionen f(z) = /e_t3 sin2tdt, 0 < z < 7 antar sitt

0
storsta vérde.
b+-k
7.11. Beskriv likheten /f )dx = / flx —k)dx iord.
at+k
7.12. Berdkna foljande integraler.
2 4 fld
a) /x2 da b) /\/idt o [ &
x
1 0 -3
4 3 . 1
/(—\f) e)/m;)) dx f)/et/4dt
1 1 0
/2 0 . 1 J
. ) x
g) / sin 2z dx h) / ﬁda: 1)/1+x2
—m/4 —1/2 0
7.13. Berikna foljande integraler.
w/2 2 e 2
9 dz
a) [ wcosxdxr b) [ z°lnzdr c) [ Inzdr d)
T+2
0 1 1 0

5 4 3
(1
e)/4x\/:c2—9 f/ n)” dx g)/jdw h)/m\/S—xdx
0 2

3 1

7.14. Berdkna foljande integraler

1 1 1
a)/x —'T—;’i‘x3+2 T /mln1—|—m C)/€ In(1+e**)d
0 0 0
e /4 4 1
2 S~ xr 3 932
d) /(lnx) dx e) /cos6zrdx f) /x e’ dx
1 0 0

7.15. Berdkna foljande integraler
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7T/2 71'3 \/5/2
a) / sin 2z e“**dx  b) / sin Yxdr  c) / arcsin z dw
0 0 0
0 1 3 m
+ tanx T
d) / mdw e) /|1lnx|daz f) /\x+2|smxdx
—m/4 1 -

Berdkna foljande integraler

/4 9 | .
- _whne 5
2 / coszxdx b) / (14 x2)2 dz ¢ /afCSln x dx.
—m/4 1/2 0

3
Lat f(z) = ™ +2¢*® —5, 2 € R . Beriikna /g"(m) dx , dir g(z) = f1(z) .
2

Berdkna arean av den yta som begrénsas av kurvan y = , x-axeln samt linjerna

1
NG

=1 och =9

Beriikna arean av det begrénsade omradet mellan y = 2z° — 2* och z-axeln.

2

Berikna arean av det begrinsade omrade som ligger mellan kurvorna y = x° och

y = 2>,

o1 2
Berékna arean av det omrade, i forsta kvadranten, som begréinsas av y = — , y = 2x
x

och yzg

Beriikna arean av det omrade som begriinsas av kurvan y = 4z — z? |, z-axeln samt
linjerna z = —1 och z =4.
2 2

Y

+ = =1

Berékna arean innanfor ellipsen — 2
a

Berikna arean mellan grafen av funktionen f(x) = cos(lnz), 1 <x <e™ och z-axeln.

Berdkna volymen av den begrinsade kropp som bildas d& ytan mellan z-axeln och
kurvan y =5z, 0 < x <4 roteras ett varv runt z-axeln.

Berikna volymen av den kropp som uppkommer da omradet mellan z-axeln och kurvan

T
y= {1 , 0 <z <1 roteras ett varv kring z-axeln.
X

Omréadet som begrinsas av kurvan y = 2 — /r samt de positiva koordinataxlarna,
roteras ett varv kring xz-axeln. Bestdm volymen av den rotationskropp som uppkommer.
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7.28. Bestdm volymen av den rotationskropp som uppkommer da omradet mellan kurvan
y=zvd—x, 0<2x<4, ochz-axeln roterar ett varv kring z-axeln.

7.29. Omradet mellan kurvan y = cosz+sinz , 0 < x < 7/4, z-axeln och linjerna = = 0 och

T
T = 1 roterar ett varv kring xz-axeln. Bestdm volymen av den kropp som uppkommer.

7.30. Berdkna volymen av en kon med héjden h och basradien R.

7.31. Ytan mellan z-axeln och kurvan y = ze ™

Berékna den 6versvepta volymen.

, 0 <2 <1 roterar ett varv kring z-axeln.

7.32. Ett klot med radien R delasitva delar av ett plan med avstandet d fran medelpunkten.
Berikna de bada delarnas volymer.

7.33. Om man skér en rak cirkulédr cylinder
med ett plan genom en diameter i bot- h
tenytan, far man en kil som i figuren.
Berédkna kilens volym.

22yt 22
7.34. Berdkna volymen innanfor rotationsellipsoiden — + = 1(a>0,b>0).
a

7.35. Bestdm volymen av den rotationskropp som uppkommer da omradet som begriansas av
kurvan y = z? och linjen y =4 roteras ett varv kring y-axeln.

7.36. Omradet mellan z-axeln och kurvan y = lnz , 1 < x < e roteras ett varv kring
y-axeln. Hur stor volym far den kropp som uppkommer vid rotationen?

7.37. Beriikna2 volymen av den kropp som uppkommer d& omradet mellan y-axeln och kurvan
y=e * ., 0<xz<1 roterar ett varv kring y-axeln.

1

7.38. Kurvan y = arcsin | — | , linjen y = % och y-axeln begréinsar i forsta kvadranten
x

ett dndligt omrade. Beridikna volymen av den kropp som uppstar da detta omrade roterar
ett varv kring y-axeln.

7.39. Betrakta omradet mellan kurvan y = ze™® , 0 < z < 10 och kurvans horisontella

tangent. Bestdm volymen av den kropp som uppkommer da detta omrade roterar ett
varv kring denna tangent.

7.40. Tva raka, cirkuldra cylindrar med radie R har z- resp y-axeln som symmetriaxel.
Bestdm volymen av det omrade som ligger i bada cylindrarna.

7.41. Hur stor volym har den badring som uppkommer da omradet 2+ (y —3)? < 4 roterar
ett varv kring z-axeln.

7.42. Omradet 22 +y? <1, x4y > 1 roteras ett varv kring linjen z 4y = 1. Berikna
volymen av rotationskroppen.
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7.43. Lat V(w) beteckna volymen av den kropp som fas da omradet mellan kurvan y =

T+

och z-axeln, fér 1 < x < w, roteras ett varv kring z-axeln. Bestdm lim V(w).
w—00

x=¢e tcost

_ 0<t<2m.
y==e

7.44. Bestdm ldngden av en del av den logaritmiska spiralen: { -
sin

Skissera kurvan.

7.45. Berdkna langden av kurvan y =2z -1, 1 <x < 3.
.. . 2 3/2
7.46. Berdkna langden av kurvan y = gx , 0<z <3,

7.47. Beriikna lingden av kurvbagen y =In(1 —2?%), 0 <2 < 1/2.
7.48. Berdkna omkretsen av en cirkel med radien R.
7.49. Beriikna lingden av parabeln y? = 4z fran punkten (1,2) till punkten (4,4).

7.50. Berikna lingden av kurvan y = Insinz, 7/3 <z < 7/2.

1 t—l—l
r = -
2 t

7.51. Rita och berdkna lingden av kurvbagen , 1<t<2.

y=Int

7.52. En kurva ges i polar form av ekvationen r = 6_9, 0 < 6 < 2x. Rita kurvan och berdkna

dess ldangd. y
. &
7.53. Ett hjul med radien R rullar rakt

framat. Hur langt ror sig en punkt pa
periferin, da hjulet rullar ett varv? |

2rR x

7.54. Ett hjul med radie r rullar mot insidan av en cylinder med radie 4r. En punkt pa
hjulets periferi kommer da att rora sig lings en kurva kallad hypocykloid. Kurvan kan
parametriseras som

x = 3rcos ¢ + 1 cos(3p)
y = 3rsinp — rsin(3p)

dir 0 < ¢ < 27. Bestdm hypocykloidens lingd.
7.55. Berdkna arean av en cirkel med radie R.
7.56. Betrakta kurvan som ges av
r=14cosf, - w<O0<m7.

a) Berikna arean av omradet innanfor 1 x
kurvan.

b) Beréikna kurvans lingd.
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7.57.

7.58.

7.59.

7.60.

7.61.

7.62.

7.63.

7.64.

7.65.

7.66.

7.67.

7 INTEGRALER

Kossan Rosa &r bunden med ett snore vid ett tridd. Snoret har lingden L och det
cylindriska trddet har radien R. I startogonblicket star Rosa med snoret fullt strickt,
rakt radiellt ut fran triddet. Rosa borjar vandra runt triddet, hela tiden med strickt
snore. Hur langt har hon gatt da hon kommer in till stammen?

(Savél snorets tjocklek som Rosas utstrickning forsummas.)

Bestdm arean av det omrade som ligger i de bada cirklarna r = cosf och r =sinf.

Om man later kurvan y = x3, 0 <z <1 rotera ett varv kring z-axeln, bildas en strut
med hojden 1. Berdkna volymen och arean av struten.

Ur ett sfariskt skal med radie R skérs ett band ut med hjilp av tva parallella plan med
inbordes avstand h. Berdkna arean av det band som erhalls.

Berékna mantelarean av en kon med héjden h och basradien R.
Bestdm tyngdpunktens lédge i en homogen halvcirkelskiva med radie R.
Bestdm tyngdpunktens lage hos ett homogent halvklot med radie R.
Bestdm tyngdpunkten for den homogena yta som begriansas av kurvan
. T
Yy = sinzx, 0§:1:§§

T
, y=0.

och linjerna z = 5

Kraften mellan tva elektriska punktladdningar )7 och (@9 pa avstandet r &r

En tunn homogen stav med lingden L har laddningstétheten ¢ (laddning per lingd-
enhet). Beriikna den kraft med vilken staven attraherar en laddning ¢ med motsatt
tecken, beldgen i stavens forlingning pa avstandet a fran stavens ndrmaste punkt.

Vid studiet av elektriska strommar talar man ofta om strommens effektivviarde samt
det likriktade medelvardet. Dessa definieras som

T

T
. . 1 :
T /(z(t))2 dt respektive L= T / i (t)| dt
0 0

dar T é&r periodlangden hos i(t). Berdkna I. och I; da i(t) = sin50¢.

Vanlig trefasspidnning bestar av tre sinusformade faser, fasférskjutna 27/3, samt en
nollniva. Effektivvardet for spanningsskillnaden mellan en fas och nollan &r 220 V.
Beriikna effektivvirdet av spanningsskillnaden mellan tva faser.
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= R(0 —sin6
7.68. En cykloid, se figuren nedan, kan parametriseras som z (6 — sind)
= R(1 — cos¥).
™S =0 x
0 =2rm

En kula sléapps fran en punkt som svarar mot parametern 6y (6 € [0, 7[) och far glida
friktionsfritt ner till kurvans lagsta punkt Tiden for detta forlopp ges av

V1 —cosf@
/ cos 0.
\/ V/cos By — cos@
Bestam 7.

7.69. Beridkna foljande generaliserade integraler.

00 00 1 1
dx dx dx dx
a) / 22/3 b) / 473 ¢) / 2/3 d) / 473
1 1 0 0
) 0 4 5 p
3x 3x £
/e dz / >t dx / 1/3 h) / —
0 —00 3 1
[ d rod [ d )
x x x x
i j —— k — 1 —
i / 2z —1 3 / (1—x)2 ) / x ) / cos? x
3 —00 0 0
7.70. Berdkna foljande generaliserade integraler.
T dx T cosT T dx T x
_— b —d d d d
a)/e’”+e—z )/1+sin2x 5 C)/4+x2 v )/4+ZC2 v
0 0 0 0
00 oo1 1 1 1 |
e) /xe_% dx f) /n(a;;_)dzv g) /ln:ndx h) /r;xd:v
0 1 0 0

1 3 o0
O/m j)2/x2df4 k)o/(a:—i—df)\/f 1)/\/%

0
1
. . . dx
7.71. Vilket fel begas om man far att — =-27
T
-1
. . 1 .. .
7.72. Omradet som begridnsas av kurvan y = —— , de positiva koordinataxlarna samt

24



40 7 INTEGRALER

linjen = = ¢ (t > 0) , far rotera kring z-axeln. Bestdm volymen av den erhallna
rotationskroppen. Vad hinder da ¢t — oo?

1
7.73. Lat kurvan y = —, & > 1 rotera ett varv runt x-axeln. Da uppstar en odndligt lang
x

strut.

a) Ber#kna strutens volym.
b) Berikna strutens mantelarea.

c) Ofta framstiills resultatet ovan som en paradox. Man kan fylla struten med &dndlig
méngd firg och pa detta sidtt mala strutens insida, ddremot kan man inte mala
strutens utsida eftersom den har odndlig area. Ar detta en paradox?

x
7.74. Vid studier i sannolikhetsldra dyker ofta integralen / e~ dt upp. Tyvérr kan man

0

inte finna nagon elementéir primitiv funktion till e men med flervariabelanalys (1)
o0 [e.e]

kan man visa att /e_t2 dt = \/27? Berdkna mh a detta / ema(@=0)? gy

0 —00
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8 Differentialekvationer

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

Skissera riktningsfiiltet for differentialekvationen

a)y =xz+y by =z-y

Bestdm den allménna losningen till differentialekvationerna

a)y' =5 b)y =5z +2 c) ¥ = cos2z

1
d) zy/ =1 e)y':3e””—|—ﬁ Yy'vVe=1-2x

Los differentialekvationen 3’ = 2z samt rita nagra av l6sningarna i ett och samma
koordinatsystem. Bestdm den 16sning som gar genom punkten (2,7).

Los foljande differentialekvationer med givna villkor.

a)y =e % y(0)=3 b)ycosPr=1, y(%) =1 oa’y'=1,y(2) =4

For en given kurva géller att kurvans lutning i en godtycklig punkt &r lika med punktens
z-koordinat multiplicerat med 4. Bestdm ekvationen fér denna kurva, om man dessutom
vet att kurvan gar genom punkten (1,5).

xT

Till vilka av foljande differentialekvationer &r funktionen y = Ce ** en l6sning?

a)y =4z b) y +4y =0 c)y —4y=0

Los foljande differentialekvationer.

a)y +2y=0 b)y =3y )4y +y=0 d)2y =5y
Bestdm den 16sning till differentialekvationen i 2y som uppfyller y(0) =4

Bestdm funktionen f(z) si att den uppfyller villkoren 3f’(z) = f(z) och f(0) =2,
samt bestdm f(1).

For ett radioaktivt preparat géller att vid varje tidpunkt &dr sénderfallshastigheten pro-
portionell mot méngden vid denna tidpunkt. Antag att det fran borjan finns 3.0 mg
radon. Bestdm hur stor méingd radon som aterstar efter 7 dygn, om halveringstiden &r
3.8 dygn.

Bestim den 16sning till differentialekvationen 3’ + 10y =Inz , z > 0 som uppfyller
villkoret y(1) = 0.

Los foljande differentialekvationer
a)zry' —y=0 b)y =2(1-y) o)y —ay=0
d) y’+%y:x e)y +ycotr =sinz f) zy + 2%y =2, y(0) =2
g)y + (14 2x)y = e h) (224 1)y =y i) 2y’ +y=sinz , y(r) =0.
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8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

8.18.

8.19.

8.20.

8.21.

8.22.

8 DIFFERENTIALEKVATIONER

Bestém den 16sning till differentialekvationen (1+ %)y’ —2zy = (1+2%)?arctanz som
uppfyller y(0) = 1.
Los differentialekvationerna
a) (1+ a2ty —day =27

x _ rhhz
1-227 7 (1—22)3/2"
) (2 4+ 22)y + (x + 1)y = Va2 42z, x> 0.

Bestam samtliga funktioner y(x) , definierade for z > 0 , sadana att

b) y + O<z<1

COS T

2
/ — =
y(2) +—ylz) = —
Finn den 16sning till differentialekvationen (1 + :L‘Q)y' 4+ y = 2 som har gransvéirdet 3
da x — oo.

En liten metallkula med massan m slapps fran 2 meters hojd och faller rakt ner. Under
farden paverkas den enbart av tyngdaccelerationen g.

a) Hur lang tid tar det innan kulan traffar marken?
b) Vilken hastighet har kulan da den tréffar marken?

En partikel med massan m slipps utan begynnelsehastighet vid tiden ¢ = 0 fran
en viss punkt och faller darefter lings lodlinjen, utan att paverkas av andra krafter &n
tyngdkraften. Vid tiden ¢ =t; slépps en annan partikel med massan 2m fran samma
punkt. Berdkna avstandet mellan partiklarna, som funktion av tiden.

Vid sonderfall av ett radioaktivt &mne A bildas ett radioaktivt &mne B som i sin tur
sonderfaller i ett stabilt &mne C. Sonderfallshastigheten &r i bada fallen proportionell
mot méngden av det sonderfallande materialet (dock ej nédvindigtvis samma propor-
tionalitetskonstant fér bada dmnena).

a) Berdkna mingden av &mnena A och B vid en godtycklig tidpunkt.
b) Under vilka forutséittningar 6kar méngden av dmne B initialt?
Kurvan y = f(z) har den egenskapen att varje punkt pa kurvan ligger mittemellan de

bada punkter dir kurvtangenten (i den givna punkten) skéir koordinataxlarna. Hur kan
f(z) seut?

Linus, som viger 80 kg, sdtter sig i sin bil och mérker att bilen sjunker 5 mm. Han gar
ur bilen och upptécker att bilen forsétts i gungning upp och ner, med en frekvens av 2
Hz. “Hmm, stétddmparna behover bytas”, tédnker han. Men hur mycket véiger bilen?

Strombrytaren i kretsen till hoger sluts “
vid tiden t = 0. Stromstyrkan, i(t), be- E \
skrivs av differentialekvationen

, di R L

Beridkna i(t).
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8.23.

8.24.

8.25.

8.26.

8.27.

8.28.

8.29.

8.30.

Betrakta vidstaende krets.

Som bekant (?7) &r spanningsfallet 6ver
spolen u = Ld—z , dir ¢ dr strommen
genom spolen. Vid tiden t = 0 slas
strombrytaren till.

-Rl H

L
I
S\

a) Bestdm strommen genom spolen, da Ry = Ry =10 () , L = 0.05 (H) samt

E =sin100t (V).

b) Jamfor med det resultat du far om du anvénder jw-metoden.

Los differentialekvationerna och ange 16sningens definitionsméngd.

a)yy' =z b)y =y’ c)y
d d
d) y =e*tY e)d—jzewsint f)ﬁ—l—l—
. .. . oy, 4y
Bestdm den 16sning till (1 + = )yd— =
x

Bestdm funktionen y(z) sa att den uppfyller villkoren

For vilka x &r y(x) definierad?

Los differentialekvationerna

a)zy +y2=1,2>0 da y(1)=1/3

,:3y—1

2 >0 som uppfyller y(0) = 2.

b)ay +y =1, x>0 da y(1)=1

43

(L+a?)y =e?, y0)=0.

Antag att xp bakterier placeras i en néiringslosning vid tiden ¢ =0 och lat z(t) vara
antalet bakterier vid tiden ¢. Om mat och levnadsutrymme &r obegrénsat kommer, som
en foljd hdrav, populationen vid varje tidpunkt att cka med en fart proportionell mot
antalet bakterier. Bestdm antalet bakterier som en funktion av tiden.

Da en kropp faller paverkas den dels av tyngdaccelerationen men ocksa av en motriktad
acceleration pa grund av luftmotstandet. Antag att den totala accelerationen a har
utseendet a = g — cv?, diir v &r farten, g #r tyngdaccelerationen och ¢ = k /m dar
m &Ar kroppens massa och k &r en konstant som beror av kroppens form. Om v = v
vid tiden t =0, bestdm wv(t). Vilken blir gréanshastigheten?

En kemisk reaktion av andra ordningen kan beskrivas av en differentialekvation av

formen

Y =k(a—y)(b—y)

diar a, b och k &r positiva konstanter. Bestdm den losning som uppfyller y(0) =0

da a #b.
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8.31

8.32

8.33

8.34

8.35

8.36

8.37

8.38

8 DIFFERENTIALEKVATIONER

. I ett inh&gnat skogsparti slapper man ut 200 hjortar. Man uppskattar att hogst 1000
hjortar kan livnéra sig inom detta omrade. En modell for populationen ar att tillvixten
dr proportionell mot bade antalet hjortar och skillnaden mellan maximal population
och aktuellt antal hjortar, dvs produkten av dessa bada storheter (dr detta en rimlig
modell?). Efter tre ar finns det 350 hjortar i omradet. Hur lang tid ytterligare tar det

innan det finns 500 hjortar i omradet?

. Bestdm alla kontinuerligt deriverbara funktioner gy som uppfyller integralekvationen
x
1
2ty(t
a) y(x) =1+ /y(t) dt b) y(x) +/ 1 ji(t?) dt = 2x — 2.
x

0

xT

. Los integralekvationen /y(t) dt + (1 + 2?)y(x) = 1.
0
. Bestédm alla tva ganger kontinuerligt deriverbara losningar till integralekvationen y(z) =
m t
cos x +/ /y(s) ds | dt .
x 0

. Kurvan C', definierad fér x > 0, gar genom punkten (1,0) och har foljande egenskap:
tangenten i en godtycklig punkt (z,y) pa kurvan skér y-axeln i punkten (0, a(z+y))
(v &r en konstant, 0 < a < 1). Bestdm ekvationen fér kurvan C'  och skissera kurvan.

. Visa att funktionerna y = e* , y = —2
differentialekvationen y” — 6y’ + 5y = 0.

. Los differentialekvationerna
a)y' =3y +2y=0 b)y"+y' -2y=0

d) y" -4y +4y =0

65:p

och y = e® — 2e’ iir losningar till

)y +2y +y=0

e)y —6y +10y=0 f)y" +6y +25y=0

gy’ +4y=0 h) y" +6y =0 i) y" +3iy’ —2y =0
. Los foljande begynnelseviardesproblem.
y//+2y/+2y:0 y”+2y/+y20
a) qy(0) =0 b) {(0) =1
y'(0)=1 y'(0)=1
y'+y — 6y = y'+y=0
c) qu(0)=5 d) Qy(r/2) =2
y'(0)=0 y(m/2) =1

8.39. Los differentialekvationerna

a)y’ —y=a

b) " +2y —3y=1-6x

)y’ -3y ==
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8.41.

8.42.

8.43.

8.44.

8.45.

8.46.

8.47.

8.48.

8.49.

8.50.

8.51.
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Los differentialekvationerna

a) Y +2y —8y=e" b) 3 4 2y — 8y = ** c) v’ + 4y + 5y = xe”

Los differentialekvationerna

a)y’ +4y +4y=25cosx b))y’ —2¢y — 3y =2sinx

Los differentialekvationerna
a) Y’ — 3y 42y = &2 b) y" — 3y’ + 2y = cos 2x + sin 2z

)y’ =3y +2y=e"sinz d)y’ -6y +10y =¥ sinx

Los differentialekvationerna
a) y'(z) — 3y (z) + 2y(x) = e +42 b)y" —6y + 9y = €3 4 sinx

)y +2 +y=e"—e® d) v’ + 4y = 2sinz — cosx
e)y +y=sinz

Los differentialekvationerna

a)y” —3y +2y=0 b) " —y =e" +sinz c) yW — 3y — 4y = e 2.
Los differentialekvationen " (t) + 4y(t) = 8t> under villkoren »(0) =2, ¢/(0) = 0.

Bestim den 16sning till differentialekvationen y” — 4y’ +4y = ¢” som uppfyller begyn-
nelsevillkoren y(0) =2 och ¢'(0) = 5.

Bestam den 16sning till differentialekvationen 3" — 4y’ 4 4y = € som uppfyller rand-
villkoren y(0) =2 och y(1) =e.

Bestém den losning till differentialekvationen y” +3'—6y = €3® som har ett grénsvirde
da z — —oo och som antar virdet 2 da z = 0.

Bestém den 16sning till differentialekvationen 7"’ — 21y’ = e2t(t2 +t—3) for vilken giller
att y(0) =3/(0) = 2.

En partikel ror sig langs y-axeln och attraheras mot origo av en kraft som &r proportio-

nell mot partikelns avstand fran origo. Partikelns lége y vid tiden ¢ (sekunder) bestdms
2

av differentialekvationen T‘g = —4y. Vid tiden t = 0 befinner sig partikeln i vila i

punkten y = 10. Bestdm y som funktion av t samt ange vid vilken tidpunkt partikeln

for forsta gangen passerar origo.

Rorelsen for en massa m , som paverkas av en fjaderkraft, kan beskrivas med hjilp

d2
av differentialekvationen mT’g + ky =0 dar y &r avvikelsen fran jamviktsldget

och k > 0 &r fjiderkonstanten. Los differentialekvationen med begynnelsevillkoren
y(0) =yo , y'(0) =0.



46

8.52.

8.53.

8.54.

8.55.

8.56.

8.57.

8 DIFFERENTIALEKVATIONER

Om svingningsrorelsen dr ddmpad, far differentialekvationen utseendet

m®Y =0(c>0, k>0)
a2 " Car T T : '

Los den med begynnelsevillkoret y(0) = o , ¥/(0) =0 da
aym=1,¢c=10, k=9 bym=1,¢c=6, k=25 com=1,¢=2 k=1

Om den svingande massan utsitts for en yttre kraft far ekvationen utseendet

d2 dy

Y LY k= F@).

mgs ey + k=P

a) Los differentialekvationen under begynnelsevillkoren y(0) = yo , ¥'(0) = 0 da
m=1,¢c=0, k=25 och F(t)=sinb5t.

b) Vad hénder da t — oo?

Strombrytaren i kretsen till hoger sluts
vid tiden ¢ = 0. Spédnningsfallet Over
motstand, spole och kondensator dr som
bekant (7) wgr(t) = Ri(t) , up(t) =

di(t) . R L
L 7 respektive  ug = /

(om kondensatorn ej &r uppladdad da
strombrytaren sluts).

Berikna i(t) om FE = konstant. Sirskilj fallen 4LC < R*C? , 4LC = R?*C? och
4LC > R?C?. Vad hiinder da t — co? Hur ser det ut om R = 0?

Visa att v(z) = 27 Y?sinz &r en 16sning till Besselekvationen

1
2y + xy + (2 — Z)y =0.

Los ekvationen allmént genom att sitta y(x) = u(x)v(z) (x > 0).

Betrakta en 6ppen behallare med vatten. Om ett litet hal tas upp i botten pa behallaren
kommer, enligt Toricellis princip, vattnet att stromma ut genom halet med den hastighet
det skulle uppna om det fick falla fritt fran vattenytan till halet. Lat nu denna 6ppna
behallare inviindigt ha formen av en halvsfiar, med radie R , med den plana delen uppat
(dvssom en skal ungefir). Antag att den &r helt fylld med vatten och att man vid tiden
t =0 tar upp ett litet hal med radie r i botten. Hur lang tid tar det innan skalen &r
tom?

En vertikal cylinder med radie R och héjden H ér fylld med en smélt metall. Nér
metallen stelnar minskar dess volym med faktorn k£ , dir 0 < k£ < 1. Bestdm den
stelnade metallytans form om metallen kyls radiellt utifran och inat.



8.58. Bernoullis ekvation
Y+ g(x)y = h(z)y®

kan 6verforas till en linjér ekvation genom att man infér den nya funktionen

Bestim denna ekvation och 16s direfter differentialekvationen 3 — zy = 23y

8.59. Los Eulerekvationen
22y — 2zy’ + 2y =222, £ >0

genom att infora ¢ = Inz som ny variabel.

2

47



48 9 TAYLORS OCH MACLAURINS FORMEL

9 Taylors och Maclaurins formel

9.1. Rita graferna till funktionerna
2
y=¢e*,y=1,y1=1+=x och ygzl—i—m—k;, —-1<z<2

i samma koordinatsystem. Slutsats?
9.2. Beridkna taylorpolynomet av grad 3 till funktionen
flz)=a° -3z — 223 — 22 4+ 72z +1
kring punkten a) 0 b) 1.
9.3. Berdkna taylorpolynomet av grad 3 till funktionen e® kring punkten 0.
9.4. Berikna taylorpolynomet av grad 3 till funktionen e® kring punkten —1.
9.5. Beridkna taylorpolynomet av grad 4 till funktionen cosz kring punkten .

9.6. Anvind maclaurinutvecklingen av e* for att visa att

2 l‘3 1‘4 1:5

T
e’ = +x—|—2+6+24+120

for alla =z.

9.7. Bestdm maclaurinpolynomet av grad 2 till funktionerna

D@ = ) f@) = o f@)=VITe ) f@)=sine

9.8. Bestdm maclaurinpolynomet av grad 5 till sin 3z
a) genom att derivera funktionen ett antal ganger

b) genom att anvénda utvecklingen for sin z.

9.9. Berdkna maclaurinpolynomet av grad 4 genom att anvidnda kénda utvecklingar.
1

a) e’(1+x) b) zsinz  ¢) e* sina d) 1522

9.10. Berikna maclaurinpolynomet av grad 4 genom att anvénda kénda utvecklingar.

1 C) esinm d) o8

a) In(1 + 2x?) b) Niwr:

sin 222
142

9.11. Bestdm maclaurinpolynomet av ordning 4 till f(z) =

9.12. Berskna gréansvérdet
xr —sinx arctanx — x

a) lim b) lim

z—0 223 r—0 sinz —x

1 — cos z2

¢) lim — d) im ———.
z—0 xsin°x z—0 e’ —1—x

Incosx

TL



9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

9.18.

9.19.

9.20.

9.21.
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a) Bestdm Maclaurinpolynomet av ordning 4 till funktionen  f(z) = coshx , dar
2

b) Berikna lim 5
z—0 X

coshx =

coshz — cosz
Polynomet P #r av grad fyra och P(2) = P'(2) = P"(2) = P"(2) = 0, PW(2) = 1.
Bestdm P.

Berdkna grénsvirdet

a) lim( ! —1) b) 1imx(\/x2+1—€/x3+x)

sinz «x Z—00

2 _ 2
Inz® — (Inz) a) lim 1 1 '
z—1 €T — \/E z—0 ln(l + l‘) x

Berakna lim In(2 + ) — In(4 + ) .
z—0 In(1+2) In(1+ 22)

1—
cosx e 40
x

Lat  f(x) =
0 , ==0.

Visa att f #r deriverbar i punkten z =0 och berikna f/(0).

Bestédm alla virden pa den reella konstanten a for vilka gransvirdet

lim In(1 + ax) — 2x2 + arctan(ax)
z—0 X

existerar, samt ange i dessa fall grinsvirdet.

Kan den positiva konstanten a viljas sa att gransvéirdet

. In(z + a)
lim ———————
=0 (14 2)l/* —¢

existerar? Ange i sa fall @ och motsvarande gransvirde.

Bestdm de reella konstanterna a, b och ¢ sa att

(1+bx+cx?)e ™ —1—azx

lim =0.
z—0 x3
Bestdm konstanterna a, b och ¢ sa att funktionen
2sinax + e — acosx
5 , #0
x
fla) =

c , =0

blir kontinuerlig.
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9.22.

9.23.

9.24.

9.25.

9.26.

9 TAYLORS OCH MACLAURINS FORMEL

1 n+x
Lat x, vara losningen till ekvationen (1 + ) =e.
n

a) Bestdm x, , dvs l6s ekvationen ovan.

b) Beriikna lim x,.
n—oo

2

T\ "
Beriikna, for varje reellt tal x , grinsvirdet lim (cos —) .
n—oo n

Bestdm konstanten A sa att gransvirdet

lim In(3x +2) +In(3z —2) —2lnx+ A

T—00 arctan(1 — cos 1)

existerar. Bestdm ocksa griansvirdet.

B o V1—z+4+a+br+cx?
Bestdm konstanterna a, b och ¢ sa att lim - -
z—0 arcsinz — sinx

Bestdm dven griansvirdet for dessa a, b och c.

existerar.

Lat f(x) = 2 sin (2x2). Bestam f(ﬁo)(()).
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10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5. A

10.6.

10.7.

10.8.

Serier

Berakna summorna:
n n

1 1 1
ST b);(k_lw)

n

c)kzlln<ki1> d) na'azk

Vilka av foljande serier ar konvergenta? Berdkna i forekommande fall summan.

a) Z 107" b) Z ﬁ c) Zln <1 + li)
k=0 k=2 k=1

d) Z(Wc—(—l)’“-%) e) > 3-2"—107% £)) (-
k=0 k=0 k=0
Vilka av foljande serier &r konvergentaﬁ
a)kZ:Ok“kJr? b);cos Zsm

> 1\* 2k 2 2k 41
d)z<1_k> DI f);?ﬂwz

Avgor om foljande serier dr konvergenta eller divergenta.

[e.e]

>k = Vk In k
AN N vy -
a);k2+1 )kZle—l )2

Ink = 3k+2 =1 1

k=1 k=1

a)ootan— b)oo{“/é—l c)oo Vi -1
Do RV o (V)

For vilka virden pa konstanten o konvergerar serierna?
oo
) 1 1
a
= E(ln k) klnk (In(lnk))®

o)

b)

k=3

1 1 1
Visa att ln(n+1)<1+§+§+~-+—<1+lnn.
n

[e.e]

Visa att

»Mﬁ
l\ZJ\*i

»Mﬂ

k=1

o1
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10.9. Avgor for foljande serier om de dr absolutkonvergenta, betingat konvergenta eller di-

vergenta.
a)ii(—ly b)iiC—Dk'V% C)iis%f

k=1 vk k=1 =

— . 1 — (—1)*Ink =, ok Ink
d);&n(kﬂ—i—\/%) e); v f) ;< Nt =

e) S (—1)F (VE+1-VEk) h) i(—uk.( K24k — k)

1 k=1
kz_: . j) Z

(=" < 2>
‘In (14 -
= vk k
10.10. For vilka reella tal z &r serierna konvergenta?

NE

i

w\»a

o0 oo oo
ok 4 (—=1)k xk xk
a) ) k KA 2 )
— 4 kZlk-Q k::lk —k+7
oo [e.9] o
Ink (z—1)* —(nk)? _k
DY BE oY S,
=1 k o VE+1 k=1
2k 24 9 16
10.11. For vilka x konvergerar Z X _1+$+?+E+ﬂ+'” ?

k=0

10.12. a) Berékna f(x Za: lz] < 1.

b) Bestdm genom termvis derivation f'(x) .

c¢) Berikna Z k-t
k=0

= k
d) Berdkna Z 3
k=0
10.13. En funktion f &r definierad genom potensserien
[e.e]
S At
— k(k: +1)
Uttryck f utan potensserier (med elementéira funktioner).

(k+1)(k+2) ‘

10.14. Berdkna summan av serien Z ol

k=1
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10.15. Beridkna summan av potensserien Z 2k(2k— 1)

k=1

o0
10.16. a) Bestdm konstanterna ag , a1 , a2 ,... saatt y(z) = Zak - z® #r en 16sning till
k=0
differentialekvationen 3 —y =z, y(0) =1 .

b) Uttryck y(z) mha elementéra funktioner.
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11 Tips och losningar
1.2. a) Kvadratkomplettera.

1.5. a) Vi moblerar om sa att vi far 0 i hogerledet, dvs olikheten (z — 1)% — 4 > 0.
Titta pa funktionen f(x) = (x — 1) — 4. Utveckla och faktorisera denna sa fas
f(z) = 2 =22 — 3 = (z + 1)(x — 3). Denna har sina nollstiillen dir z = —1
eller z = 3. Vi ritar en teckentabell

T —1 3

z+1 - 0 + +

r—3 - - 0 +
f@)y=(@+)x-3)|+ 0 — 0 +

Av detta ser vi att f(x) > 0 om och endast om = < —1 eller x > 3, vilket &r
svaret pa fragan.

b) Satt upp en teckentabell som innehaller alla faktorer i véinsterledet (savél téljare
som namnare).

c) Faktorisera vinsterledets téiljare och ndmnare.
1.6. Forling vinsterledet med konjugatet vz + 1+ /& i tiljare och nimnare.

1.10. a) Los de bada olikheterna —8 < 2x 4+ 5 < 8.

b) Studera de tre fallen i) x <0 4) 0 <z <1 resp 4ii) x > 1.

222 + 62 — 15
2z — 9
over allt till en sida och gor likndmningt . Faktorisera téljaren och sétt upp

teckentabell.

c) Titta pa de bada olikheterna —1 < < 1 var for sig. Flytta

1.11. Triangelolikheten ger |y| = |27 — 22 + 52 — 1| < |27| + 2|23 + 5[2?| +1 <9 dvs
—9<y<9 vsh.

1.17. |zy — 6] (z —2)(y —3) + 32+ 2y — 12| =

= [(z-2)(y—3)+3(x—2)+2(y—3)| <
<z =2y =3[+ 3|z —2[+2ly - 3| <
<

0.01-0.02+43-0.014+2-0.02 =0.0702 < 0.08.

1.26. b) Antag att Linus betalar x kronor varje ar.
Efter ett ar har han en skuld pa 10000 - 1.1 — x kr (efter betalning).
Efter tvé ar ar skulden (10000-1.1— ) 1.1 — 2 = 10000 - 1.12 — (1 + 1.1) kr.
Efter tio ar dr skulden 10000 - 1.1*° — (1 + 1.1 4 --- + 1.1%) = 10000 - 1.1'% —

1110 —1 , 110
x qi-1" Detta skall vara 0, vilket ger x =1 OOOW ~ 1627 kr.

c) Den rénta Linus betalat i forsta alternativet blir 0.1 - (10000 + 9000 + - - - +
1.110

1000) = 5500 kr. I det andra alternativet blir réntan 10 - 1000W —

10000 ~ 6275 kr.
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1.28. 0 < (z—y)? = 22 +y% —2zy sa 2?41y > 2zy. Division med zy (riskfritt eftersom
x och y #r positiva) ger den sokta olikheten.

1.29. Alternativ 1: Anvand olikheten for aritmetiskt och geometriskt medelvérde:

vab < a4 ; b.
Nar intraffar likhet?

Alternativ 2: Kalla talen a och b. Man vill maximera ab da a +b = 6 och a > 0,
b>0.Los ut bur a+ b= 6 sa fas att man vill maximera a(6 —a) da 0 < a < 6.

1.32. Alternativ 1: Vi anvander induktion:

1
a. Pastaendet ar sant for n = 1, ty da blir VL = Z2k =2.-1=2o0ch HL =

k=1
1-(1+1)=2.

P
b. Antag att pastaendet dr sant for n = p, dvs att Z 2k = p(p+ 1). Da géller &ven

k=1
p+l p
att VL, = 2214; = Z 2k+2(p+1) = /enl antagandet/ = p(p+1)+2(p+1) =
k=1 k=1
p+1)p+2)={pE+1)((p+1)+1)=HLy: , dvs da géller pastaendet dven for

n=p+ 1.

Detta visar att pastaendet ar sant for alla heltal n > 1 vsb.

Alternativ 2: Skriv upp summan tva ganger, den andra gangen i omvind ordning (se
prophéftet) och summera dessa bada uttryck.

1
134 §) Forn =1dr VL= k(k+1)=1-2=2 och HL =

k=1
VL=HL{orn=1.

1-2-3

=2,dvs

p
1 2
ii) Antag att VL = HL f6r n = p, dvs att Zk‘(k‘—l—l):p(p—i—?))(p—i_). Da &r
k=1
p+1 p
VL1 = Z (k+1) Zkz k+1)+ (p+1)(p+2) = /enl antagandet/
k=1 k=1
+1)(p+2 +1)(p+2
_ ?))(p )t 1) pra) =Pt DR+
1 2 1 2
L et ?))(p+ ) _(p+ )(pJBr )(p+3) — HLp.

Enligt induktionsprincipen ar alltsa VL = HL for alla heltal n > 1 vsb.

1.36. Borja med att skriva om hogerledet pa en enklare form.



o7

1000 1000\ 1000 - 999
.42, - = 2T 499500
e)<998> ( 2 > 1.2 9950

2.10. a) Utnyttja att |(3 —4d)"| = [3 — 4"

(3 +14)(5 — 1)
(4 +30)(—3 + 20)

345
4+ 3d]| -3+ 2]

b |

2.11. S&tt in z = a + bi, dir a och b dr reella. Identifiera realdel och imaginérdel.

2.14. b) Utnyttja resultatet i a). Sitt z — 1 = w, sa fas |z — 1> = |w|? = ww =
=(z-1)(z—-1)=(z—-1)(z—-1) osv.

2.17. Med z=a-+1b fas

LA S Liby 2= A !
z —=a 1 — 0 =a 7 5 5 — Q 5 5 1 -
z a+ib a? + b2 a? + b? a? + b?

och detta blir reellt endast om b =0 eller a®+b*> =1 dvsendast om 2z #r reellt
eller om 2z ligger pa enhetscirkeln, vsb.

2.21. Utnyttja att arg(z-w) = argz+argw och arg - arg z — arg w.
w
2.23. Skriv talen inom parentes pa polédr form och utnyttja de Moivres formel.

, N\
2.26. cos 50+ isin50 = ¥ = () = (cosf + isinf)®. Binomialutveckla och identifiera

realdelarna i hoger- resp vénsterled.

2.29. Vi anvinder Eulers formler och far

g e + e~ 1 <e4¢9 1420 4G4 9e20 4 e—4i9> _
2 16
1 /[ ehif | p—4if 2i0 | ,—2if 1
:<e te 46 te +3>:8(COS40+4COS29+3).

8 2 2

2.34. Skriv om talen pa poldr form. En vridning 7/2 moturs far man genom att multiplicera
med e"™/2,

2.38. Satt z = a + bi dér a och b &r reella. Identifiera realdel, imaginérdel och belopp.

2.39. Borja med att kvadratkomplettera.
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2.40. a) Kvadratkomplettera, sa fas (z + 1/2 —4)? = 1/4. Dérefter foljer
Alt 1: Satt 2+ 1/2 —i = a +ib och identifiera realdel, imaginérdel och
absolutbelopp i hoger- och vansterled, sa fas ekvationssystemet

(Re) a®>—-0* = 1/4
(Im) 2ab = 0
(Abs) a®+b* = 1/4.

Den forsta och sista ekvationen ger tillsammans att a = £1/2 och detta insatt
i den andra ekvationen ger b = 0. Ur detta fas slutligen att 2z = ¢ eller
z=—-141.

Alt 2: Vi far direkt att z 4+ 1/2 —i = £1/2 och ur detta kan vi l6sa ut z.

2.41. Poldr form ar inte sa dumt.

) 2t = —16 = 16¢'™. Lat z = re'?. Da fas, med de Moivres formel, att r*e™? = 16¢'".
Vi identifierar absolutbelopp och argument, och far

(Abs) r* = 16
(Arg) 4p = 7+2n7
vilket ger r = 2 (ty r > 0) ochcp:%+%, n=20,1, 2 3. For dessa n fas i tur

och ordning

21 =24 = V2(1 +14)
29 = 265/ = /2(—1 +14)
zg = 274 = \/2(—1 — i)
2y =267 = \/2(1 — ).

2.43. Skriv z pa polar form.
2.44. Sitt 22 = w.

2.52. Reella nollstéllen saknas, sa det maste bli andragardsfaktorer.
Alternativ 1: Borja med att ta fram alla komplexa nollstéllen.
Alternativ 2: Gor en variant av kvadratkomplettering, % +4 = (22 4 2)? — 422, Hir kan
man komma att tdnka pa konjugatregeln.

2.54. z% + z% = (21 + 22)2 — 2z129. Vad dr z] + zo resp z1z2 ? (samband mellan rotter
och koefficienter)

3.12. f har invers om olika z-véarden ger olika funktionsvéirden, dvs sa fort z; # x2 séa ska
f(z1) # f(xa). Ar det sa i dessa figurer?



3.13. a) Sitt y = f(x), dvs y = 2z + 3. Inversen finner vi genom att uttrycka = i y. I

3.17.

3.19.

-3 -3
detta fall fas x = yT cdvs f7i(y) = yT Det dr mycket vanligt att man
vill ha z som variabel &ven hos inversen, sa da doper vi om y till x, och far
-3
) = z 5 Denna omdoépning av variabelnamn gors bla for att man ska

kunna rita f och f~! i samma bild.

Observera att f~! fas genom att spegla f i linjen y = .

1 1
¢)y = € ger Iny = 2z, dvs = = ilny, dvs f7l(y) = §lny , y > 0. Med
1
samma omdopning som i a) far vi f~!(z) = 5 Inz , > 0.

f)y = z? ger & = +/y sa om y > 0 sa fas flera olika z-vérden. Funktionen &r
alltsa inte injektiv, d vs invers saknas. (Kom ihag att f injektiv betyder att om
x1 # 9 sd dr f(x1) # f(x2). I denna uppgift dr tex f(—1) = f(1) trots att
—1#1, alltsa &r f ej injektiv.)

hyy=vVez—1lgery’=z—1,dvsz=y’+1,s4 f '(y) =y* + 1. Hér kan man

tro att definitionsméngden &r alla y, men kom ihag att Dy = Vy dvs f L r
definierad endast for de y-virden som kan antas da y = vz — 1, dvs y > 0.
Alltsa &r f_l(y) =y?>+1, y > 0 eller med det vanliga variabelnamnbytet
flx)=2+1, 2>0.

Studera de tre intervallen i) x < —3, i) =3 <z < 2 resp iii) x > 2 var for sig,
sa att du kan beskriva funktionen utan att anvinda absolutbelopp.

Vi borjar med att se nir 22 — 2z — 3 = 0. Den ekvationen har lésningarna = = 3
resp o = —1, 84 2% —2x —3 = (x — 3)(z + 1).Vi ritar en teckentabell.

T -1 3
x—3 — - 0 +
r+1 - 0 + +

(x=3)z+1)|+ 0 — 0 +

For o< —1 eller >3 & f(z)=a>+224+2>—-22—-3=222-3.
For —1<x<3 &r f(z) =242z — (2* — 20— 3) =4a + 3.
Fran detta ér det sedan ldtt att rita upp grafen, se facit.

99
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3.21.

3.22.

3.28.

3.30.

3.31.

3.35.

3.36.

11 TIPS OCH LOSNINGAR

For att bestimma f~!, siitt y =2z +1 och 16s ut = som funktion av v.

f ér jiamn om f(—z) = f(x) for alla x € Dy. f &r udda om f(—x) = —f(x) for alla
WS Df.

a) f(—z) = (—z)* = 2* = f(x), dvs f ér jamn.

¢) f(=a) = (~2)2=3(—a)+1 = 2> +3x+1dvs f(—z) £ f(x) och f(—z) # —f(x)

sa f ar varken jamn eller udda.

1
Funktionen i vénsterledet ar definierad for alla = > 5, 7 # 0. For dessa x kan vi

skriva om ekvationen som
In(42? +7) = 2In(2z + 1) = In(2z + 1)*
och eftersom logaritmfunktionen ar injektiv, s& maste alltsa

4 +7=(2x+ 1) =42 + 42 + 1

3 1 3
dvs x = 7 Detta x uppfyller villkoren = > 50 ¥ £ 0, alltsa ar z = 3 enda losningen

till ekvationen.
y(0) = 20. Vi soker den tid ¢ som gor att 20e 3! = 10.

For vilka x ar uttrycken definierade?
a) Anvind logaritmlagar.
b) Sitt 3% = ¢

Ur trigonometriska ettan fas att cosf = +0.8. Eftersom tanf < 0 och sinf > 0 foljer
att cosf® = —0.8. Anvind dérefter additionslagarna.

Vi anvénder hjélpvinkelmetoden.

3 5
t) =3cost —Hsint = V34 | —— cost — ——sint
J®) <\/34 V34 >

2 2
(dér alltsa V34 = /32 4 52). Eftersom (%) + <\/;>4> = 1 sa finns en vinkel §

sadan att sind = — och cosd = ———, sa tand = —% och 4 ligger i 2:a kvadranten.

V34 V34

Av detta far vi att

f(t) = V/34(sin 6 cost 4 cos d sint) = v/34sin(t + )

3
dér alltsa tand = ~E och 4 ligger i 2:a kvadranten.

3.37. Utveckla med additionslagarna och anvénd sedan hjéalpvinkelmetoden.

3.41.

sinx = Cos(g —x).



3.44. Sinussatsen och féregaende uppgift hjalper.

3.45. Vad séger cosinussatsen?

T m

3.47. a) Att bestdmma arcsinl &r samma sak som att finna en vinkel v € [—5, 5]
T

sddan att sinv = 1. Denna ekvation har 16sningarna v = — + 2km och den

T o .. . T L.

enda av dessa vinklar som ligger i ratt intervall &r —. Alltsa ar arcsinl = —. For

att bestdmma arccos 1 gér man pa motsvarande sitt, med den enda skillnaden
att vinkeln v € [0, 7.

3.54. a) Vi borjar med att skriva om ekvationen pa formen
. T .
2arcsinz = 5~ arcsin 2x.

Vi kan direkt notera att ett krav for att bada leden ska vara definierade ar att

1 o o .
lz| < 7 Dérefter tar vi cosinus fér bada leden och erhaller ekvationen

cos(2arcsinz) = cos(g — arcsin 2x)
dvs
1 — 2sin?(arcsin ) = sin(arcsin 2x)
dvs
1—22% = 2z.
~1++/3

som mdjligen kan vara losningar till den ursprungliga ekvationen. Déremot &r
det inte sdkert att de &r losningar! Det finns ju manga vinklar som har samma

Denna ekvation har de bada lésningarna x = ,sa dessa x #r de enda

3
cosinus-vérde. En enkel kontroll visar att = = — inte dr en l6sning, de

—1+V3
7
ty for detta z-virde &r bada leden vinklar i intervallet [0, 5] och eftersom

béada leden ar ej definierade for detta x. Daremot &r = = en 16sning,

cosinus for bada led ar lika &r vinsterled och hogerled lika (cosinusfunktionen
ar stringt avtagande pa det intervallet).

3.55. Titta pa tangens for uttrycket.
3.56. Rita en ny figur dar du flyttar vinklarna lite grann.
3.58. Sitt e =t och 16s en andragradsekvation forst.

4.3. Bryt ut det som &r storst i tdljare respektive ndmnare, sa dr det ldttare att se.

AT a) In3z Inz-+1In3 1—1—&% 1 di
ln 23 3lnz 3 3
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b) Forling med konjugatet sa fas

/r_’_x_x:(\/x2+$fa:)(\/x2+:p+a:)_ T

Vil+az+z CViltzta

1 1
= z = — —da x — oo.

s J1+141) S+l 2

4.8. Observera forst att A maste vara positivt, annars gar uttrycket mot odndligheten.
Férlidng i tdljare och ndmnare med “konjugatet”, v z2 + z + Az + B.



4.13.

4.14.

4.16.

4.19.

4.23.

4.29.

4.31.

Uppskatta varje term var for sig med den minsta termen, dvs

1
ot =

! Vi

ap =

Bl
Sl

Vad far man ut av detta?

n < 2™

n n

—1

a) n _ n _ enlnﬁ _ efnln"T _ efnln(lf%) —
(n—1)" n—1

In(1-1) 1
0 In(1 -1

=e “n —edan— oo, ty — 1 da n — oo (standardgrénsvirde).

1
n

0 <u; < 3. Antag att 0 < up, < 3. Da &r dels wupy1 = \/?Wp >V3.0= 0, dels
Upi1 = \/3u, < V3-3 =3 (eftersom 3z #r en striingt viixande funktion). Alltsa
ar 0 <wu, <3 for alla n enligt induktionsprincipen.

For att visa vixande ser vi att

3u, — u2 3 —
Upp1 — Up = /3Up — Up Gl :up( up)>0

B V3up +up  \/3up + uy

eftersom 0 < u, < 3.

Foljden &r vixande och uppat begrinsad. Av detta foljer att foljden &r konver-
gent. Alltsa géller att wu, (och &ven uy,q forstas) nérmar sig ett viarde U. Vi gor
gransovergang i rekursionsformeln och erhaller ekvationen U = V/3U, vilken endast
har 16sningarna U =0 och U = 3. Talfoljden startar med wq = 1 och foljden &ar

vixande. Av detta foljer att gransvirdet inte kan vara 0. Alltsa ar lim u, = 3.
n—oo

d) Téljare och ndmnare — 0 da = — 1, sa bada innehaller faktorn z—1. Faktorisera
och stryk gemensamma faktorer.

i) Gemensam nédmnare &r bra att ha.

De enda punkter dér funktionen majligen #r diskontinuerlig &r =0 och z = /2.
Studera vad som hinder med f da man ndrmar sig dessa punkter.

lim f(z)= lim Az+ B =B

z—0t r—0t

sa for att f ska vara kontinuerlig i x = 0 krdvs att B = 3. Genom att pa
4

motsvarande sitt lata x — 7/2 fas att Ag +B=1,dvs A= —— foratt f
T

ska vara kontinuerlig i = = /2.

Bilda h(z) = f(z) — g(x) och anviind satsen om mellanliggande virde.
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4.37.

4.39.

4.41.

4.42.

5.3.

5.7.

11 TIPS OCH LOSNINGAR

a) Téaljaren paminner om en kvadrat.

a) 2% = exlnx'

Vi forsoker utnyttja standardgransvirden.

sin4x sin4x 4z sin4x 4
= . = . 1-4=144da 0 (ty 4 0 da
a)x—xz dr = —x? iz 1-z o —0(tydr—0da
x—>00chsmx—>1d§ix—>0.

1 1
d) xsin— — 0da x — 0 ty x — 0 och sin — dr begriansad. Har har vi alltsa anvant

x x
att f(z)-g(x) — 0 om f(x) — 0 och g(z) dr begrinsad.
sin2x 1 sin2x __ 1 in?2
e) & - AT o L1.1.2=2daz — 0 (ty sinz — 0 di
T , Sin2x 2z

:L‘—>Ooch€7_—>1dé:c—>0).
T

x
a) cosz — 1 = —2sin? 5
b) Sitt - — =1t

2
c) Satt arcsinx = t.

Vi tittar pa hur sockerméngden fordndras 6ver tiden. Vid tiden ¢ &r sockerméngden y(t)

y(t)

kg, sa koncentrationen dr =—= kg/l. Man tappar ur 5 1/min, sa momentant tappar man

100
t t
ut %3 5= yQ(O) kg/min. Samtidigt fyller man pa 5 1/min av en viitska med koncentra-

1
tion 0.1 kg /1, dvs pafyllning med 5-0.1 = 5 kg/min. Sammantaget sa &r sockerméngdens

1 t
foréndring per tidsenhet — — y2(0) kg/min. A andra sidan r forindringen per tidsenhet

2
1 t
y'(t). Alltsa har vi sambandet 3/ (t) = 5~ y2<0) Fran borjan har man 0.15- 100 = 15 kg

socker i behallaren, dvs y(0) = 15. Sammantaget fas salunda sambandet

y(t)

t
20

O Fle) = tim JETR —S@) oy @bt @t h) - (@)

h—0 h h—0 h

. 22 +322h+ 32 +h+x+h—ad -z
= 11m =
h—0 h

:%inh3x2+3xh+h2+1:3x2+1.
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5.26.
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e) f'(x) = lim fl+h) = ) = lim Vith=ye =

h—0 h h—0 h
Vz+h—r)Vz+h+z) 1 1

:hm( =

h—0 h(Va +h+ /) Vit ht vz 2V

1

/
ktangent =Y (1)7 knormal = -
ktangent

I uppgifterna a), f) och g) kan det vara smart att anvéinda logaritmlagar forst.

Paminner det inte om derivatans definition? Vilken funktion dr det som deriveras? 1
vilken punkt?

Den enda punkt dér det kan vara problem &r x = 1. Vi bérjar med kontinuitetsun-
dersokning. f(zx) — 3 da © — 1 (maste undersoka gransvérdet fran bade hoger och
vénster) och f(1) = 3, alltsa &r funktionen kontinuerlig i x = 1. For att undersoka deri-
verbarhet anvénder vi oss av definitionen. Vi far aterigen gora grinsvirdesunderstkning
fran savil hoger som vénster.

f(1+h)— f(1) (14+h)?*+2)-3

! o . o . . . o
()= i, h = o, h = o, (h+2)=2
(1) = lim fA+h) = fA) o AW+ =3y

h—0~ h h—0~ h h—0—

Eftersom hoger- och véinstergrinsvirden ar olika, dr funktionen ej deriverbar i x = 1.
Déremot har funktionen hoger- respektive vinsterderivata i denna punkt.

Alternativ: For att undersoka deriverbarhet, lat g(z) = 2% 4+ 2 och h(z) = = + 2.
Om ¢'(1) = h/(1) sa ar f deriverbar i punkten z = 1, och /(1) = ¢/(1) (forutsatt att f
ar kontinuerlig, i annat fall dr forstas inte f deriverbar).

f skall vara kontinuerlig och di(aew + bz 4 22) och di\/x + 1 skall sammanfalla
x x

for z=0.

1

——, diar z &r sadant att f(x) = 35.
7@ @

g'(35) =
Kvadratkomplettera eller derivera. Glom inte att kontrollera att det dr ett maximum.

Lokala extrempunkter kan finnas i de punkter dir f'(z) = 0 eller dér f'(z) ej existe-
rar (eller i definitionsméngdens #ndpunkter, men nagra sadana finns ej hir). For att
undersoka om de funna punkterna dr lokala extrempunkter kan man sitta upp en tec-
kentabell (eller titta pa andraderivatans tecken).
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d) f(x) = % 4r deriverbar overallt.

Vat+1
1 -zt (1—2)(1+2)(1+ 2?)

F(x) = CESVEE - (@7 1 1) vilket ger teckentabellen
x -1 1

(1—2x) + + -

14z |— 0 + +

(1+2%) |+ + +

(z*+1)%% | + + +

fil) | - 01 + ? -

@)\ N AR

Ur detta syns tydligt att f har lokalt minimum fé6r z = —1 och lokalt
maximum fér x = 1.

5.28. Man behover jamfora funktionsvirdena i foljande punkter:
e punkter dir f'(z) =0
e punkter dir f/(x) ej existerar
e definitionsintervallets d&ndpunkter.

sinz —xcosx  cosz(tanz — x)

5.34. f'(x) = —5 = — >0 da 0<z<7w/2 (viforutsitter att
) sin®x _sin”z ) )
olikheten sinz < x < tanz da 0 <z < 7/2 &r kind). Alltsa &r funktionen strangt
véxande.

5.36. Bilda funktionen f(z) = arctanz—

1 1 2z o .
i CEL - FTICEEE sa f'(x) =0 omm xz = 0. Teckenstudium

av visar att f'(z) <0 did <0 och f'(z) >0 di z > 0. Funktionen har alltsa
ett stringt minimum fér x =0 och eftersom f(0) =0 &r alltsa f(z) > 0 for alla

, © > —1. Derivatan av denna #ir f'(z) =

r+1

x>—1,dvs arctanxzi for alla > —1 vsbh.
z+1

5.37. Bilda f(x) = 3z* 4 622 — 823 — 2 och gor funktionsstudium.
5.40. Anvind trigonometriska riknelagar sa slipper du derivera.

5.44. c¢) Derivera en gang, sa kanske du kan anvénda resultatet i a).
e) Leibniz’ formel.

5.46. Anvind Rolles sats ett antal ganger.

5.56. Titta pa de bada olikheterna var for sig. For att visa den hogra, bilda funktionen
2 4

f(x) =cosx—1+ % - % och visa att f(z) < 0 da x # 0. Hér ricker det inte att titta

pa f’, man tvingas derivera ganska manga ganger for att kunna uttala sig om derivatans
nollstéllen.
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Alternativ 1: Derivera f(z) = zlnz + (zlnz)? och derivera g(z) =1+ 2zlnx.
Alternativ 2: Undersok forst vilka virden y = zlnx kan antada 0 <z <1/2 och
bestim direfter vilka viirden funktionen y 4+ 3? antar for dessa y.

Lat x(t) och y(t) vara avstanden fran stegens d&ndpunkter till nedre punkten pa
vaggen. D& ar

z(t)? +y(t)? = 102

enligt Pythagoras sats. Implicit derivering av detta samband (deriverling map t)
ger
2z(t)2' (t) + 2y(t)y' (t) = 0.

Vid den tidpunkt d& z(t) =6 och 2'(t) = 2 ger det forsta sambandet att y(t) = 8

och det andra sambandet slutligen att y'(t) = —5 Stegens 6vre dnde faller saledes
3
med 2 m/s.
Ur figuren fas: C 30 cm B
20 — x 20 “\V 7
= cos och — =singy
x ) Yy y | Q
och ur detta fas att 20 cml f
d =20 ! + ! g ’
N (1+cosp)?  sin?ep
2
dér arcsin - < ¢ < T D P Y A
3 2
1

antar sitt minsta

Strackan d bli inimal da funkti =
riackan ir minimal da funktionen f(p) (1 +cosg)? + Sin2go

vérde. Derivera, stk derivatans nollstéllen och rita teckentabell sa ser du att minimum

1
intraffar da ¢ = arccos 3 vilket ger att x = 15, dvs vik sa att Q hamnar 15 cm fran A.

Sa nér som pa en konstant bor man kénna igen funktionerna som derivator av nagot
ként.

Man gissar vil pa partiell integration. Vad &r bra att derivera?

x? x?
b) /xarctana:dx = /P.I./—Qarctanx—/wmdw—
a? 1 1
= — —Z 1— —
> arctanz 2/( x2+1> dz

x? 1
= 5 arctan x — 5(1: —arctanz) + C =

1
= —(1+2° arctanx—f—l—C.
2 2

Leta efter inre derivator. En funnen inre derivata pekar ut ett bra variabelbyte.
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a) Faktorn 3z? &r ju just en inre derivata, derivatan av 2> + 1. Alltsa blir det bra

att sitta t = 25 + 1.
b) z dr ndstan en inre derivata, det ir derivatan av 1 + 2z sanir som pa en

multiplikativ konstant. Sitt 1+ 222 = ¢.

6.10. a) Satt 2z =t.
b) Kvadratkomplettera under roten.
c) Séatt e* =t.

6.12. Partiell integration.
a) arcsinz = 1 - arcsin z. Integrera 1 och derivera arcsinz
b) Samma idé som i uppgift a).

6.14. a) Partiell integration tva ganger ger
/e” cosxdxr = e” cosz + /e’C sinx dx = e* cosz + (ex sinx — /ex(cosx) dm) .
Samla integralerna pa vénster sida sa fas
2/633 cosz = e’sinx + e* cosx

vilket ger
1
/er cosT = iem(sin$ + cosx) .

Detta dr en primitiv funktion. Alla primitiva funktioner fas genom att addera pa en
godtycklig konstant C', dvs

1
/ewcosx = iex(sinx—kcosx) +C.

6.18. a) Faktorisera nimnaren och partialbraksuppdela.
b) Polynomdivision.

6.22. a) Alternativ 1: Forling med cosz i téljare och ndmnare, anvéind trigonometriska
ettan och sétt sinx :3}5’
Alternativ 2: Sétt tan 5= t.
b) Vad ar tanx?
¢) cos’x =1 —sin’z.
d) sin® z = (1 — cos 2z)/2.

6.25. a) Sitt Vo —2 =t.



6.28. b) Partiell integration ger

= 1—22-1
\/ledx:x\/le/x:de::c\/le — dxr=
/ V1— 22 . V1—22
:x\/l—xQ—/\/1—$2dx+/dx.
V1— 22

En ommdoblering ger da att 2/ V1—22de =xv1—22 —|—/

T 1
V1—22dr==v1—22+=
/ x4 dx 5 3:+2/

1
———dx dvs
V1—22

1
z 1—x2+§arcsinx+0.

1
——dr =
V1—2x2 2

7.1. Hur definierar man integralen av en trappfunktion?

7.3. Dela intervallet [0,1] in delar och bilda en évertrappa ¥, (z) och en undertrappa

®,,(z) som i foregaende uppgift. Integralen av dessa blir da

[ 1 1/n 2/n n/n 1 l/n1 (el/n)n 1/n 1/7’L
OCh
. 1 1/n (n 1)/n o 11— (61/")" . l/n

dér vi utnyttjat formeln for en geometrisk summa. Alltsa ar

1

1/” x 1/n
(6—1)61/n_1§/€ dl’é(e—l)e

1/n

el/n — 1
0

och eftersom bade vénstra och hogra uttrycket ndrmar sig 1 da n — oo (standard-

griansvirden) sa blir saledes

1
/exdx:e—l.
0

7.5. Medelvirdessatsen.

7.7. Vad séiger analysens huvudsats?

69
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u
int
7.9. Viser f som en sammansatt funktion: f(u) = / Sl%dt ddr wu = arcsinz.
0
Analysens huvudsats och kedjeregeln ger
df df du sinu 1 sin(arcsin ) 1 x

dr  du dr  u J1-g22  aresing  1—z2 arcsinzv/1 — 22
. o ... . .., sint oo
Alternativ: Lat G(t) vara en primitiv funktion till —~ Da fas att
arcsing
sint arcsin x :
— dt = [G(t)]5 = G(arcsinz) — G(0).
0

Derivera detta (denna losning forutsétter att vi kidnner inséttningsformeln).

7.13. a) Partiell integration gar till precis som tidigare, och i de utintegrerade delarna
skall grianserna sattas in:

w/2 w/2

w/2 w/2 T
/mcosmdaz: [a:sina:]o - /sinavdz:: [xsinav%—cosx . = 5—1.
0 0

7.15. a) Vid variabelbyte giller det att komma ihag att d&ndra bade dx och grénser.

w/2 w/2

/sin2xesmxdl‘: /2sin:ccos:cesm’fz

0 0
B t=sinx , %:cosx = dt =coszdr B
) 2=0= t=sin0=0,2=7/2 = t=sinf=1/

1
= /2tet dt = /PI./ = [2(t — 1)e'], = 2.
0

7.16. a) Udda funktion, symmetriskt intervall kring origo.
b) Man vill nog gérna derivera Inz. Alternativt delar man intervallet vid x = 1 och
byter 1/z =t i den ena integralen.

. 2
7.23. Arean ir A = /wal - %daj )

Alternativ 1: Sitt © =sint, ——~ <t < g

=1t och tolka den integral du far som arean av en halvcirkel.

|82 | 8
N[

Alternativ 2: Satt

a
Alternativ 3: Partialintegrera (men da ska du nog forst géra samma variabelbyte
som i alternativ 2.
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7.30.

7.32.
7.33.

7.34.

7.37.

4
Volymen blir / y* dzx (skivformeln).
0

En kon kan fas genom att rotera en linje kring z-axeln.

71

Ta en lamplig del av halvcirkeln y = v/ R2 — 22 och rotera kring x-axeln.

Gor lodréta snitt, parallella med skérningslinjen mellan planet och cylinderns bas.
Ett snitt pa avstandet = fran denna linje blir en rektangel med bas 2v/72 — 22 och

h
hojd —=.
r

Vilken kurva i xzy-planet har man roterat kring xz-axeln?

Alternativ 1: Betrakta det tunna ror

4 omrd 2 y=e
som uppkommer da omradet mellan x y=e
och z+dz roterar ett varv runt y-axeln.

Rorets volym &r da approximativt

1
dV = 2mz(y — g) dx

1
((y — =) dx &r tvirsnittets area, 27 x dr

den stricka som tvérsnittets tyngdpunkt
ror sig vid rotationen).

Summering av alla rérvolymer, férfinad indelning och grénstvergang ger att

1
1 27t 2
V= /27r$(e_x2 ——)dx = |:—7T6_x2 — :C] =n(l—--)
e 2e |, e
0
Alternativ 2: Ett snitt pa hdjden y har 174

tvarsnittsarean

Aly) = m2® = n(—Iny) .

W

Volymen blir alltsa
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7.40. Hur ser tvérsnittsarean ut pa hojden z7

2 2
7.44. Léngden dr /ds dér bagelementet ds = +/(dz)? + (dy)? = \/(ii) + (fli) dt.

7.47. Bagelementet ar

92
ds = 1+ dx_ 1+ x dg;:
1—3:2

B (1—22)2+422 ,  [(1+22)?  |1+2?
= \/ e dr = (l—a:Q)de_ =2 dx
sa kurvans lingd &r
1/2
s — / 14 22 / 1+ 22 dr —
N 1— 22 1—x2 "
0
1/2
1 1 1 1/2
_ / b 1) de= || | =m3— -
142 1—=x 11—z 0
0
- - : " dr
7.52. Bagléingden i polidra koordinater dr ds = /r2 + <d9> do.
= R(f —sinf
7.53. (x,y) kan parametriseras med hjilp av 6: . (6 = sin)
y = R(1 —cosb)

7.55. Parametrisera begréinsningskurvan m h a polédra koordinater. Areaelementet i poléra

koordinater &r dA = % de.

7.57. Forst gar Rosa ldngs en kvartscirkel med radie L vilket ger stréckan gL. Dérefter borjar

snoret vinda upp sig pa tridet (se figuren nedan).

Nar snoret ar uppvindat vinkeln ¢ befinner sig Rosa i punkten 2, som har koordinaterna
x=Rcosp—(L—Ryp)sing , y = Rsinp+(L—Ryp) cos ¢ . Rosa kommer in till stammen

L de\*  (dy\®

da L = Ry, dvs da ¢ = —. Langden av spiralen blir alltsa / or + & do =
R dy dy

L/R

—. Rosa har alltsa gatt sammanlagt — + —

r? LIk 2 nlL  L?
0 TR 2 2R

da hon kommer in till stammen.
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Rosas vig

Cirkeln r = cosf kan skrivas r? = rcos6, dvs 2 + y? = z. Flytta éver och kvadrat-
komplettera, sa du ser vad det ar for cirkel. Den andra cirkeln hanteras pa motsvarande
sétt. Rita en figur, sa kanske du ser att du klarar dig utan integraler.

Alternativ 1: Skir upp konen lings en generatris och vik ut konen till en plan figur,
som blir en del av en cirkel.

Alternativ 2: Rotera linjen y = ﬁ:c ett varv kring z-axeln.

Lagg halvcirkelskivan med den raka kanten pa xz-axeln och y-axeln som symmetri-
axel. Da kommer tyngdpunkten att hamna pa y-axeln. Tyngdpunktens xz-koordinat

_fydm_fypdA_l/
0= i T Tpdd ~ A VA

Det y som finns i integralen &r tyngdpunktens, for areaelementet dA, y-koordinat.
Titta pa sma strimlor parallella med y-axeln. De har tyngdpunkten pa halva hojden,

fas som

2 _
dvsy= i — och areaclementet dA = v/ R2 — 22 dx.
T
) Titta pa / — och séitt e” = ¢. Vad hénder da T' — 00?
0
) Titta pa / NG dx. Vad hinder da e — 01?

a) I punkter pa linjen x + y = C &r lutningen 3’ = C. Rita sm4 streck med denna
lutning i t ex punkter (z,y) dir x och y &r sma heltal.

Forst skriver vi om ekvationen sa att koefficienten framfor 73/ blir 1. Ekvationen blir
10 Inx
Y+ — y —.
x

1
Sedan bestdmmer vi en primitiv funktion till —0 vilket blir 10In x. Dérefter multipli-

T
cerar vi ekvationen med den integrerande faktorn e'°™® = 20 och far

0y +102%y = 2% Inz .
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Allt detta dr gjort for att vénsterledet skall bli derivatan av en kidnd produkt, ndmligen
produkten melan y och den integrerande faktorn. Vi har alltsa fatt

d

d—(xlo y) =2 Inx
x

vilket i sin tur ger
20y = /xglnxdx = i:L'mln:r: — Lxlo +C
10 100

och ur detta erhaller vi

1 1
1 = —10 .
¥=1"% " 100 +Cx
1
Sétter vi till sist in villkoret y(1) =0 far viatt C = 100 vilket ger 16sningen
1 1 1
| = - .10
Y=10 """ 100 " 100"

Om proportionalitetskonstanterna ar A, respektive )\, sa fas ekvationerna
A= -NA, B =)A—\Boch C'=\B

Man behover vara bekant med Ohms och Kirchhoffs lagar.

a) Differentialekvationen kan skrivas som

dy
=z
dx
vilket, skrivet pa differentialform, blir
ydy =zdz .

Vi har saledes separerat variablerna. Av detta foljer nu att

2 2
/ydy:/xdaz dvs %z%%—D (2D = C nedan)

sa y=vVa2+C eller y=—vVa22+C, (Jz| >vV—-Com C <0).
d) Dividera ekvationen med €Y sa far du separerade variabler.
a-b) Vi moblerar om ekvationen for att forsoka fa den att se separabel ut.

) +yP =1 &z =1—¢°

/

1
Om y # £1 och x # 0 sa kan vi korsdividera, och far v - , dvs en separabel

ekvation. Integrera bada led map x sa fas / —. Vi tar fram en primitiv

funktion till vansterledet:

/dy_/ dy _1/<1+1>d 11'1—1—@/‘
-2 Ja-ya+ry 2J Uy 1ry) Y 21—y
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Ur detta far vi salunda sambandet

1 1
3 In "HJ’ = In |z| + C dér C &r en reell konstant.

L-y
Vi forsoker 16sa ut ¢ ur detta och far efter succesiva omskrivningar

1+y

ln‘l‘:2ln\:ﬂ|+2C’:lnx2—|—D, D>0
-y
1
'—{—y’ — e +D _ py2 (E:eD > 0)
L-y
1
#:iE:ﬁ:Fﬁ (F==+E #0)
—y

1+y=Fa*(1—y) (F#0)
y(Fa? 4+ 1) = Fa? — 1 (F #0)

Fa? -1
=———— (F#0
Dessutom maste vi undersoka fallen y = 1 respektive y = —1. En kontroll visar att

bada dessa konstanta funktioner &r 16sningar till den ursprungliga differentialekvationen.
Alltsa har vi losningarna

_F:v2—1

Y

Konstanten bestdms sedan av villkoret pa y(1).

. a) Derivera integralekvationen sé fis, m h a analysens huvudsats, att 3’ = y. Genom
att dessutom stoppa in z = 0 i integralekvationen fas villkoret y(0) = 1. Los
differentialekvationen under detta villkor.

. Villkoren i texten ger upphov till differentialekvationen 3y = y—oz(:L‘(;Ly) dvs
:L' f—
-1
v+ a y = —a. Dessutom gavs villkoret y(1) = 0 vilket behovs for att bestimma

integrationskonstanten. Notera dven att fallet « = 0 maste specialbehandlas, &ven
om det inte syns fran borjan.

. a) Karakteristiska polynomet &r r? —3r4+2 =0 vilket har de bada lésningarna
r=1 resp r=2. De homogena lésningarna ér dirfor y = Ae® + Be??.

c) Hér blir det karakteristiska polynomet r242r+1=0 vilket har dubbelroten
r = —1. Av detta foljer att 16sningarna blir y = (Az + B)e *.

e) Karakteristiska polynomet blir r2—6r+10=0 vilket har de béda 16sningarna
r = 34 i. De homogena l8sningarna &r da y = Ae®T9% 4 BB yilket fiven
kan skrivas pa den trevligare formen y = e3*(C cosz + D sinz) .

. a) For att finna en partikuldrlgsning ansétter vi y = Az’ + Bz +C (polynom av
samma gradtal som i hogerledet).

¢) Hiir saknas den oderiverade y-termen. Ansitt y = (Az? + Bz + C)z for att
finna en partikuldrlésning.
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8.40.

8.41.

8.57.

9.6.

9.9.

11 TIPS OCH LOSNINGAR

a) Karakteristiska ekvationen &r r?2 +2r —8 =0, vilken har réotterna r = 2, —4 si

homogena l6sningarna blir
yn = Ae* + Be 4%

For att finna en partikulirlosning ansiitter vi y = z(z)e%® och deriverar tva ganger. Vi
far

y = (2 + 52)65”” ;Y = (2" + 102 + 25z)e5$
och sétter vi in detta i ekvationen fas

(2" 4 122" +272)e%® = &5 |
Efter att ha dividerat med e®® erhaller vi differentialekvationen
! !
2 +122 4+ 272=1

5

1
vilket har en 16sning z = 77 Ur detta fas en partikulérlosning, y, = 77¢ * . sa samtliga

16sningar ges som

y=%+%=AW+B€“+%&F
a) For att finna en partikuldrlosning kan vi ga till viga enl foljande.
Alternativ 1: Ansétt y = Acosx + Bsinz.
Alternativ 2: cosz &r realdelen av €. Bestéim en partikulirlosning, up , till
ckvationen u”+4u' +4u = 25¢"* sa fas en partikulérlésning till den ursprungliga
ekvationen som y, = Reu,.

Betrakta behallaren da metallen stelnat till radien r. Om héjden vid radien ¢ &r
h(t) sa #r den stelnade volymen

R
m:/ﬁmmwﬁ

r

enligt rorformeln. A andra sidan &r volymen av den metall som ej stelnat 7r2h(r)
sa den mingd metall som stelnat iir alltsa 7(R?H — 72h(r)) och den mingden har
minskat med faktorn k under stelningen. Saledes ar dven

Vi = kn(R*H — r2h(r)) .

Los den integralekvation som uppkommit.
Maclaurinutveckling av e ger

2 x3 .CC4 1.5 e@:p

xT
=142+ 5+ "+ + =

28
2 6 24 120 720

och eftersom den sista termen garanterat dr minst 0 foljer olikheten direkt.
a) Maclaurinutveckling av ordning 4 av exponentialfunktionen ger
2,3 4

ez:1+x+%+g—l—§—4+x53(:¢).



9.12.

9.14.
9.15.
9.17.
9.26.

10.1.

77

Multiplikation ger dérpa

2 3 4 3 4
€T T i i T
ef(l+z) = l+z+—+—+—4ao+2°+5+—
2,56 2 6
+ 2°B(z) + ﬁ—i-xGB(x) =

322 223 Bat 5

dér vi i sista ledet slagit samman termerna

z°B(z) + (;”i - m6B(:U)> =z (B(m) + i + xB(a:)) =2°B(z) .

Entydigheten hos maclaurinutvecklingar visar att det vi fatt fram dr maclaurinutveck-
lingen av ordning 4, sa det s6kta polynomet &r

142 +3x2+2$3+5m4

T+ —4+—+—.
2 3 24

Maclaurinutveckla till ”1ampligt” gradtal i téljare och ndmnare. Vad som &r lampligt
styrs av att konstanterna framfor ligstagradstermen i téljare respektive ndmnare maste
vara bestdmda. Vi illustrerar med att 16sa uppgift d).

a) Incosz ln(l—%2+x4Bl(:c)) _1n(1—%2+x4B1($))
e —1-2 14+2+% +a3By(z)—1—2 2 4 3By ()

Funktionerna Bj(z) och By(z) (liksom kommande B-funktioner) &r be-

gransade da x ligger ndra 0. Nu noterar vi att —% +2'Bi(z) - 0daz — 0,

alltsa kan vi anviéinda oss av maclaurinutvecklingen av In(1 +t) = t + t2B3(t),
2

dér t = —% + 2By (). Da far vi

2

Incosz _%2 +2'B (z) + <—%2 + 4By (96)) B3 <—% + $4Bl(x)>
et — 1 — X o %2 _I_ Bz(l‘)
~2 4 2 By(z)  —1 4 22By(x)

5“2—2 + 23 Ba(x) B % + xBs(x)

— —1daz— 0.

Taylorutvecklingen runt x = 2 &r anvidndbar. Hur ser resttermen ut?
a) Gor likndmningt och maclaurinutveckla sinx.

Derivatans definition och maclaurinutveckling av cosz.

Anvind entydighet hos maclaurinutvecklingar.

a) Den summan bor du kdnna igen.
b) Skriv ut termerna.

c¢) Logaritmlagar.

d) Som i a).
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10.2. b) Partialbraksuppdela.
n
2
c¢) Titta pa Z In <1 + ) , skriv ut termerna och anvind logaritmlagar.

k=1

10.4. a) Detta dr en positiv serie, dvs termerna Pl > 0. Termerna borde se ut

1
ungefir som — nér k &r stor. Alltsa gor vi en jamforelse pa kvotform:

e}

1
och Z z har samma konvergen-

[e.e]
Eftersom 0 < 1 < oo sé foljer att kzl RSP

S

o0 o0
1 .
segenskaper. Vidare &r det ként att g T ar konvergent omm « > 1, sa E
k=1 k=1

[e.e]
ar divergent. Allt detta utmynnar salunda i att Z Pl ar divergent.
k=1

f) Hér kan man anvénda standardgriansvirden eller maclaurinutvecklingar for att

se vad man ska jamfoéra med.

10.7. Cauchys integralkriterium kan hjélpa.

1
. Av detta syns tydligt att

1
10.9. d) aj, = sin <l<:7r+ > = (=1)"sin —
: Vi) =R
e Termerna alternerar, d vs varannan term &r positiv och varannan &r ne-

gativ.

1
o |ai| =sin—= — 0da k — oo.

Vk

= |ag| , d vs termernas belopp avtar.

1 1
o |ap 1| =sin —— < sin —
[@1] VE+ L Vk

(0.9}
1
Enligt Leibniz’ kriterium &r salunda Z sin <k:7r + \/E) konvergent. Déremot
k=1

oo
a . 1 .
ar serien ej absolutkonvergent, ty @ — 1da k — oo, och E ﬁ ar divergent.
vk k=1

Vk
1)k
(—-1) lnk‘_lnk<\/E LT

6‘) Vi undersoker absolutkonvergens. ‘ k2 = 7]{2 k‘Q = k3/2
tillréckligt stort (efte Som Ink 0 fa k ) ocC E L ar konvergent
illrackli T T —_— — — OO h —5 ar T .
& \/E ’ h—1 k3/2 &

o0
~1)FInk
Alltsa ar Z # absolutkonvergent (jamforelse mellan posiviva serier).

k=1



10.10. b) Vi borjar med konvergensradien. Cauchys kvotkriterium ger

I 1 1
1m —— = —
k—oo 24/k 2

lim {
k—oo

k - 2k

sa konvergensradien &r R = 2 (dvs serien konvergerar for alla x med |z| < 2

och divergerar for alla x med |z| > 2. Vi far underséka = = +2 separat.
o0

x = 2 ger serien Z ? som &r divergent.
k=1
e k
: (=1) " : e
r = —2 ger serien Z p som &dr konvergent enligt Leibniz’ kriterium
k=1

(eller hur).

& k
:L‘ ..
Slutsats: ; ok ar konvergent omm —2 < x < 2

79
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12 Svar

11 a)(z+1)* b)) (z—-32-9 «¢)2 vt "3 d)§— oot 2
o 2 2 4 2
1.2. a) —1/4 d) yé

b) z =1eller z =2 n

c)x <1lellerz>2 ‘ ; %

1 2 3 z

1.3. z > —2.
14 a)r=220 2t ) = (3,2,1)

T Ty YT
c) (z,y) = (1,0) eller (2,1) eller (2,—-1) d) (z,y) = £(2,1) eller +(1,2).

1.5. a)x>3ellerz<—1 b) =5 <z < —3ellerx >1/2
c)x < —1/3eller 1/2 < x <1 eller z > 2.

2
1.8. a) x = —2eller z =4 b) x=—4 ellerx:—g
1.9. x = —1 eller z = 2.

1.10. a) -6.5 <z < 1.5 b) 1<z <2 c) b6<xr<—=3 eller 1<z<2

1.12. a) Kvoten dr 2% 4+ 3z — 3 och resten ir —4z? 4+ 2z + 2
b) Kvoten éir 2® 4+ 2%+ 23+ 22 + 241 och resten &r 0
¢) Kvoten ér x* — 2z 43 och resten &r —2x + 10.

1.13.a) 0  Db)21% 2l 1 ¢)o0.

1.14. a) (x—1)(z+1) b) (x+1)(2? —z+1) ¢) (x—D(z+1D)(z2+1)

d) z(z+3) (2% —32+9) e) (z—2)(z+2)(2®+ 2z +4)(2? — 2z +4)

b 2
115, a) Zfb (@b#£0,a%-b) b)) 22 (az-1, =2, -3)
r—2
-1,0,2).
c) 1% (x #—1,0,2)
ab .
1.18. y = 5 och av detta kan vi se att y < a och y < b.
a
Ry Ry
1.19. a) —————1 b) ————F
) Ri+ Ry ) R+ Ro
1
1.20. a) —— b) |R|.
1+ a2

n 5

10
1.21. a) Z% b)Y k(k+1) ) ) 3~
k=1

k=2 k=0
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1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.29.

1.30.

1.31. H

1.37.
1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

1.48.

2.1.

2.2.

a) 225

a) 6 -

b) 0 c) 297
1 1—e"

d) n+ 1.

n

(1

1683.

b)

_2n+1) e—1

c) 20000 - ((1.05)19Y — 1) d)

7

32

a) 2% mm, dvs 9'223'372'036'854.775808 km d vs c:a 0.975 ljusar.
b) 264 _1 ére, d vs 184’467°440°737°095°516 kronor och 15 ére d vs c:a 150°000 ganger
sa mycket som den svenska statsskulden (oktober 1994).

a)
b)

c) 5’500 kr respektive 10’000 1101

1’000 kr

1’000

1.110
1.110 — 1

~ 1’627 kr

10

1

— 10’000 =~ 6275 kr.

a)33  b)20  c) 54 (dvs 101 — 33 — 20 + 6).

9.

Amaz =

25

20V

v+ V

v+ V

143454+ (2n—1)=n"

1,1, 2, 6, 24, 120, 720.

a) 10

a) 2-

RIS VR <n+1>

(2

2

b) 36 c) 126

=30 b) (180>

2

d) 36

T m? | rektangeln ir en kvadrat

resp A:T och H < A.

e) 499500

_ (120> —45 o) (1417 =2

2

(n+1)n

=8

3

13
a) <379> = 15380937 b) (?) = 1594323

30
c) (8> = 5852925

a) 1+ 3z + 322 + 23

a) 105

b) 84.

a) 1 resp 4 b) —1 resp 2

b) —3 + 5i

2
d) (55 ) = 2598960

b) 27 — 54z + 362% — 82®

c) Tresp 0

c)4—3i

d) 2i

d) O resp 1

e) 18 — 26i

9 (n) _n(n— 16)(n—2)

e) 0 resp —4.
£) 17.

12 SVAR

¢) 1+ 4z + 6% 4 42 + 2!



2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

a)2—2i  b) —6+38

d) =5 — 12i

5+ 117

a) 1 —2i

a) 20

1

a) -+

2

?
2

a) V13

a)

Z+b

a

i c) 7+ 22i

) —236 — 115i f) 138 + 53i

b)2+7 ¢)-3 d)2 e Vv2 )1 g V5 h)2

b) a? + b?

)3 _2i
13 13

b) V13 «¢)

2

a) || =5 b) || =

z=2——.

eELze

54

o

o o
~— T — —

)

—
—

2

c) —i d) ‘

e) —i.

13

forutsatt att a®>+b>#£0 b)) VaZ+b2 -2+ d

% c) 2.
5

En lodréit linje som skér x-axeln vid x = —2
En vagrét linje som skar y-axeln vid y = 4

Hogra halvplanet
Linjen y = 2 — = (y=imaginirdel, x=realdel)

Cirkel med radie 2 runt origo

Cirkel med radie 3 runt punkten z =1

Cirkel med radie 1 runt punkten z=1—2¢

Cirkelskiva med radie 3 runt origo

Omradet utanfor cirkelskivan i uppgift d)

Cirkelring med innerradie 2 och ytterradie 4 runt z = —3.

a) 2z

b)2Z—2z—-Z+

Alla rent imaginéra tal.

Alla z pa cirkeln

a) 2¢%
d) Ve BT/ o) 267/3  f) 2/3ei27/3,

z:—l—§
3

b) 3e'™

3 3V3. .
a) §+ 5 b) 1+
—11
a) " 4+ k2, k heltal
12
1.

1.

_4

3

C) e—iﬂ/2

b) % + k2m, k heltal.

83



84

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.
2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.
2.35.

2.37.

2.38.

2.39.

2.40.

2.41.

a) -4 b) —\f —L 9 =2(1+iV3),
17 m . p 7T
a) — b) —— c) Nej, det enda man kan séga ér att — < arg(z + w) <
30 30 6
1 om
i(t) = in(100t — —).

cos 50 = 16 cos® 6 — 20 cos® 0 + 5 cos 6.

cos 30 = cos®  — 3cosOsin® 0 = 4cos® 0 — 3cos b
sin 30 = 3 cos® Osinf — sin® @ = 3sin 6 — 4sin® 0.

1 (cos(a — ) — cos(a + 3)).

2
3 1 1
-+ = 2 = 40.
8+2cos 9+8cos 0
=T,
z= 4 o
2 wRL
2| = ——
VR T2
1
w=-—,Z=R
VLC
R wR?C
Z=— 4i|lwlL - —~—
1+(wR0)2“<“’ 1+(ch*)2>
1
Z blir reell om w = IC (RO (forutsatt att L < R2C).

—1 respektive —5 — 1.
e’.

a) z = £4i b) z=-3+1 c) z==+—1i

a) il(\/é —iv2) b)) £(3+2i).

2
—1+7

a) z=—-4+3i b) 572 c) £1+i

. . 1. .
a)z1 =1, zo0=—1+1 b)21:§+2,22:1+2
c) 1+ d) z1 =—i, 20 =-3i.

L3

a) z=2eller z = —1+14V3 b)z—iellerz—\/gz
¢) z = £V2(1 £ 1) d) z = V2el-mF)i =012

+iv2 : n o, 2m
jE\/6 iv?2 f)z:\‘ﬁe(%“”*

e) z = +iv2eller z = : 7). n=0,1,2

12 SVAR

f
5
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1—1

242, z=0, z=1—d eller z =
243. =0, 1, -1, i, —i.
2.44. £(1 £+ 24).

245. a) z = —2eller z =1+ 2; b) z=1eller z=—-3£2i
2.46. a) 1, —1, =2 b) -4, £V3  ¢) 2, =3, -1+ 2i

2.47. P(2) = (z — 1)® <z+ g +z\/21>5> <z+ g —z\/2175>

2.48. a) (z +1)(z + 2)? b) 2(x + 1)(x — 2)(x — 3) ¢) (x—2)(x+3)(z*+2+1)

—1+iV3

249. z=—-1, x=2c¢eller x = 5

250. z=1=41¢ eller z=-3+£1.

2.51. ag =95, a1 =—-2, ag =11, ag = —4, as =7, a5 = —2.

2.52. (x% + 2z + 2) (2% — 2z + 2).

2.53. b) 1 + 29+ a3 = —a, x122 + 123 + Tox3 = b , T1T2T3 = —C.
2.54. —48 — 6.

2.55. 22 4+ (2b—a?)z 4+ b* = 0.

2.56. Rotterna ar z = +2¢, 1 +1.

2.57. a = 0. Nollstéllena ar +(1 +£1).

2.58. Rotterna ar 14+2¢, —2+£14.

2.59. Ett nollstélle.

1 -9+
2.60. a)w+w——=0 b) t=——r— 0 V03
18
3 \/@ 9 2n7rz/3 eller w = 7"9f8+9 (7r+2n7r)i/3 dir n=0, 1, 2.

3 V93 9 2nmif3 _ @ VI3 +9 o—2n7i/3

BETEE dir n=0, 1, 2.

3.1. a) ¢) och d) visar grafer till funktioner. Diaremot &r inte figur b) graf till en funktion,
ty till vissa z-véirden svarar flera olika y-vérden.

32.a)12 b)-23 ¢)Tzr+12  d) 131
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33. a)Dy=R, Vy=[2,00] b) Dy = [7,00[, V; =[0,00]
2
C) Df:]—g,oo[, Vf:]0,00[ d)Df:R, Vf:R

e) Dy =[0,00[, Vy=[-1,00[ f) Dy =R\{-2}, Vy =R\ {0}

3.4. Faktorn k innebér en skalning faktorn k i y-led.
3.5. Faktorn b innebér en translation (forflyttning) ”stréckan” b i y-led.

3.6. Translation ”stréickan” a i z-led. Exempelvis betyder f(z) = (z—2)? att kurvan f(z) =
2% flyttats tva enheter at hoger och f(x) = (x 4+ 4)% att kurvan f(z) = x? flyttats 4
enheter at vinster.

3.7. z=1/2eller x = 1.

2
38. a) [1,00[  b) [—%,oo[ o) lg— %,oo[.
3.9.
Y
4
a) b) Y c)
2 Dy =10,3] 2
Vi =[-3,—1] m
_/
3 =z 3 =z —1 2 T
1
Df:[073] Df:[_lvﬂ
Vf = [274] 3 ‘/f = [O’ 2]
d) e) f) y
2 2 Dy =10,3]
Vf = [_2a ]
2 5 x -3 T 3 x
Dy =[2,5] Dy =1[-3,0] —2
Vi =10,2] Vi =10,2]



87

1
g) h) i)
Y Yy
3 3/2 x 6 x
Dy = [0,3] D; = [0,3/2] D = [0,6]
Vi =10.4] Vi =10,2] Vi =10,2]
3.10.
a) b)
.Y { Y
2 x
/\ il
- 1 ‘:\x
1 4L
c) Y d) Yy
14
1/2+
\'/ = % \ +
“IN 2 T~ -1 / 1\ T
-1
e) /y/ f) Yy
,/ 14
/ 2 x
,1 4 1
/2\1\/1 T
311 y = f(|z]) = J(@), oma =20 , dvs for positiva x ser funktionen ut som férr och
f(_x)a z <0

for negativa x fas grafen genom att spegla grafen for positiva = i y-axeln.
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_ ()| = df(@) 5 om f(z) 20
v = 7wl {—f<x>,omf<:c><o

under z-axeln speglas i z-axeln. Vi far féljande bilder.

, dvs kurvan fas genom att den del som ligger

y y
y = f(lzl) y = If(2)|

2 /2\ . 1 2 .

3.12. Endast funktionen i figur b) &r injektiv.

3.13. a) fiz) = a ; 5 b) fl(x) = 23:—1—6 ¢) flz) = %lnx , x>0
d) [ x) =€ o) fl(z) = i;i , x# -1 f) f1(z) saknas

g) [ ()= Vx h) flz)=2*+1, 2>0

x/2 _
314, f ' (a) = /= ; L o2>o

315.2)g(0)=2 b gB) =4 ) gf@)=2 ) f(g(3)=3
3.16. Vy = {y € R:y # 0}. Obegrénsad, ej monoton men injektiv.
fz) = 1 2, x #0.

x
Y
)
3.17. a) Nej  b) Nej c) Nej d) Ja -3 2 x
3.18. a) injektiv
b) monoton, injektiv, nedat begrinsad

monoton, injektiv, uppat begrinsad, nedat begréinsad, begrinsad
monoton, injektiv, uppat begrinsad.

2L
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Y
3.19. Minsta vérde & —1, storsta véarde sak- 1
nas (observera att i figuren till hoger &r T
det olika skala pa x- och y-axel). 1
107
S R
3.20. f(g(x)) = 3(42%)° =7 = 482" — 7, g(f(x)) = 4(32° —7)® = 362" — 1682 + 196
flg(@)) # g(f(x))
—1
3.21. f’l(x):x2 ,z€R foglx)=22+1, 2R
9 1 2 -1
gof(r)=02x+1)*,zeR [~ og(x):T , zeR.
3.22. a) jamn b) udda c) varken eller d) jamn e) varken eller
3.23. 64,512, 2, e respektive 1.
3.25. In2 < /2 < e < V6.
3.26. Riknelagarna i uppgifterna a, b, d, g, i och j 4r sanna, de 6vriga ar falska.
327. n2° =16 —In2=In8 =In2+In4=—1In(1/8) =3In2 =In8 +1Inl.
3.28. x = 3/2
3.29. x = -3
3.30. t = lr172
30 t=—=.
1 1 1 In4
3.31. =y/>+--> blr=——0.
e=y\itoTr M=y
3.32. Inz — x/2.
3.34. a)z=asina b)xr=atana c¢)zr=a/tana
d) x =acosa e)xr=a/cosa f)x=a/sina.
435 3-4V3 o 443V3
35—y resp ———
3.36. A=+/34, tand = —3/5. § ligger i andra kvadranten.
3.37. O =+/A2+ B2 + 2ABcos(a — f3)

Asina 4 Bsin 8 Acosa+ Bceosf
cosy =

viljs sa att siny = ,
Y . Y C C
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3.38. 1.
3.39. cos26.
2m m 27
3.40. a) x = k? eller © = 3 + k? dér k dr heltal
T T
b) x = k§ eller z = k§ dér k dr heltal
¢) x = kx dir k &r heltal.
k k
341 o= o+ o eller o= —2 + = dir k ir heltal.
1 1
3.42. u(t) = §Au cos(wy — wp, )t + A cos(wot) + §Au cos(wp + wm)t.
1
3.43. i \/g
22
1 3
3.44. Vinklarna ér 7/6 , 7/4 resp 7m/12 och sidorna &r 1, v/2 resp j:/%f
3.45. Q:s avstand till O &r rcosa + V12 — r2sin® a.
3.46. Se boken.
: 7r . T
3.47. a) arcsinx = 5 AICCoST = 0 b) arcsinz = —g» arccosT =m
)
c) arcsinx = —g, arccos r = % d) arcsinx och arccosz ej definierade
e) arcsinx = %, arccos r = g f) arcsinz = 0, arccosz = T
) arcsi T arce T
resinz = ——, arccosr = —
8 1 1
m 7r 0 3T
3.48. a) arctanx = T arccot r = 1 b) arctanz = - arccot x = T
T om s
c) arctanz = EL arccot r = o d) arctanz = 0, arccotz = 5
e) arctanz = Z, arccota = ~
6 3
3.49. a)z=3 b) z=1/2 c)x=-7/4
d) z =2eller x =3 e) losning saknas f) losning saknas
T
3.50. =
6
1 2v2 ™
3.51. a) = b) odefinierat ¢ d e) V15

3.52

aA)0<z<m b -l<z<l ¢ -L<z<l

SVAR
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3.53. Ekvationen ér 16sbar for 0 < a < 1, och da blir z = /1 — a2.

V3 -1 VE—1 V1T -3
3.54. a) 5 b) 5 c) T
3.55. a) sm b) c) ™+ arctang
4 )
3.56. m/2
3.58. z=In(y + Vy? +1)
3.59. a) b)
L
1 2 3 1 2 3
c) d)
L L
1 2 3 1 2 3
4.1.
a) b) c)
f(x) =0 f(x) =0 f(z) — o0
da x — oo da x — oo da x — oo
d) e) f)

daz — o daz — oo

(

42. a) 0 b) /2 c) —7m/2 d) —oco sa egentligt grinsvirde saknas.
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43. )0 b) 1/3 c)0 d) oo (dvs egentligt griansviirde saknas)

4.4. Lat P(z) ha hogstagradsterm a,z" och Q(z) ha hogstagradsterm b,,x™. Da fas
a) egentligt gransvirde saknas (oo om a, och b,, har samma tecken, annars —oo)

b) n (har ar for ovrigt n = m)

c)0
45.a)1/2  b)2/V3 ¢) -2
4.6. a) gransvirde saknas b) griansvirde saknas c)0 d) 0
A47.a)1/3 b)1/2 o1 d)L
48. A=1, B=1/2.
4.9. a) Existerar inte b) 0 c) 1/2.
4.10. 1/2.
4.11. a) oo (dvs egentligt griansvirde saknas) b) 0 c) 0.

4.12. a) Tre stycken. b) 20 sekunder + den tid det tog att skéira genom glassen.

4.13. Nej.
4.14. Ja.
4.15. 2.
4.16. a) e b) 0. /
4.18. a) b) ¢)
1
1 2 3
1 2
4.19. 3.
4.21. Endast alternativ b fungerar.
4.22. [1.404,1.405].
4.23. a)b b) 1 c)3 d) -2 e -1

f) —1/2 g) saknas h) 1/6 1) —1/4



4.24

4.25.

4.26
4.27

4.28

4.29

4.30
4.34
4.36
4.37
4.38

4.39

4.40.

. a)b/3 b) m/n.
a) Y
1
1 x
Kontinuerlig
c) Yy
x
Kontinuerlig

. [ &r kontinuerlig (f(z) — 2 =
. k=4 (ty da blir hr%f(x) =f

. [ &r kontinuerlig (ty lin12 f(zx)

4
.Om A=—— och B=3 sa
T

. Ja, om man sitter f(1) = 0.

b) Y
1
1 x
Kontinuerlig
d) Y
1
x
Ej kontinuerlig

(problem vid z = 0)

f(1) daz — 1)
(2))

= lim(7+2) =4 = f(2).)

xT

blir f kontinuerlig.

. Nej, inte ndédvandigtvis, ty funktionen &r inte kontinuerlig mellan —1 och 1.

1 b4

. a

a

)
)
a0 Db
)1 ble 1 d)o.

et —1 Y

a) oo (egentligt gransvirde saknas) b) 0 c) 3 d)1

93
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441.a)4 b)1 <0 d)o0 €2 f)1

1

4.42. a) —— b) -1 c) 1 d) 1/4 e) 5 f) 1.

4.43.
b

a) r = +2 #r lodrita asymptoter, y = = + 5 &r sned asymptot da = — Fo0.
) x = 2 &r lodrit asymptot, y = x 4+ 3 &r sned asymptot da = — +o0.

) y = 1 dr vagrit asymptot da z — +oo.

o

d) z =1 och z = —3 &r lodrita asymptoter.

e)y= 5 ar vagréit asymptot da & — £o0o (tecknen hor ihop).
fy=z+ 3 ar sned asymptot da = — oo.
5.1. a) Bilens temperatur dr 5 grader vid startégonblicket.
b) Vid startogonblicket tkar temperaturen (momentant) med 2 grader per minut.
c) Efter 20 minuter éndras ej temperaturen (momentant).

d) Efter 20 minuter ar temperaturen 18 grader.

5.2. a) ¢/ (t) = —ky(t) dér y(t) & méingden plutonium vid tiden ¢ (k &r en positiv
konstant).

di(t
b) u(t) = L Zd(t)’ dér u(t) &r spanningen och i(t) dr strommen vid tiden ¢. L &r
en konstant (spolens induktans).
du(t
o) ift) = ¢ 24
en konstant (kondensatorns kapacitans).

d) T'(t) = —k(T(t) — T,(t)) dir T(t) &r kroppens temperatur och T,(t) #r
omgivningens temperatur vid tiden ¢ (k &r en positiv konstant).

, dir u(t) ar spanningen och i(t) ar strommen vid tiden t. C' dr

e) a(t) =v'(t) dir a(t) #r accelerationen och wv(t) #r hastigheten vid tiden t.

1y
27 20
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5.4.
Y
8
1 v=[f(z)
6
° Ty=ge) = f)
4 4
3 3
2 2
1 1
1 2 3 4z 1 2 3 4z
5.5. f(0)=0, f/(1)=1 och f'(z)=ux.
5.6. a) f(2) =4 b) f'(2) =2 c)y=4+2(x—2).
5.7. a) fl(z) =1 b) f'(z) =32% ¢ f(x) =32* +1
1 1
d) f/(l”):—ﬁ e) f’(f):ﬁ f) f'(z) = 2az +b
5.8. Tangent: y =3z — 1. Normal: y = —% + g
1 2 1
59. a) 242 b) 322 + o ¢) —— d) 7
2 10 1 1 4z A
e)2x—ﬁ—|—$ f)ﬁ_Qx\/E g)m h) 10(2z — 1)

i) =30z(z +1)°2 —2) j)11(1 — 32?)(x — 230 k) —

X

V1= x?
| | |
m) 1+ (1+ ))
2\/a:+\/a:+\/5< 2V + 2Vx
1 2 1 1
510 )2 b) et - d) o 3e3r—% -

1
1‘3(1 + %)3/2

T

y
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5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.
5.17.

5.18.
5.19.
5.20.

5.21.

5.22.

5.23.

12
1
a) 2zxInz +x b) (1 + 2z)e* c) e < + 31113;)
x
22% + 4 2 3z 1 VT a2
x? 2 —2/z 1 z
g) 2ze h) —e i) (1+Inz)x
T
j) =) (z" '+ Inz (1 +Inz)z”) k) 0O
2 2z 2 3(lnz)? 1
— b d
Ve Ditg 955 V0 Ve
1 1 e +e”
f h) 1 i) —— = coth
) (1 + x2?) 8) xln |z| JInfel ) er —e 7 cothr

a) Awcos(wz +0) b)tan’z c) —e %(cosz + sinz) = V2 T sin(x — 37/4)

d) —sinze®®” e) 3(tan’z 4 tan’z) f) — g) cotx.
sin x
4 3 8
a) ————= b) — c) 2
V1 — 1622 V1 —9x2 4+
2z 4 2arctanz
d — f) ——
) 202 — 4 ) z2 4+ 16 ) 1+ a2
e’ ;
g) arcsinx h) i) (14 i)et+0e,

1+ e
4

a) 1/5 b) —gcosl.

f &r kontinuerlig, men ej deriverbar for x = 1.

Funktionen &r kontinuerlig i varje punkt och deriverbar utom i x = +1.

SVAR

f’(w)Z{ drom el > gy gy =0, fi-1) =0, f (1) = 4,

0 om |z|<1
a=1 och b=-1/2.
Derivatan ar 6.

1/81.
a) f &r stringt avtagande. b) Dy =Vy =[-25,7], V; = Dy = [0,4] c)

1

b) (f_l)/ (z) = Ul



5.24.

5.25.

5.26.

5.27.

5.28.

5.29.

5.30.

5.31.

1/3.

U

I =—.
2R

a) Lokala extrempunkter saknas (terrasspunkt vid z = 1)
b) Lokalt minimum f6r x = 2 (4ven globalt minimum)

c¢) Lokalt minimum f6r z = 0 (&ven globalt minimum)
)
)

d) Lokalt (och globalt) maximum fér x = 1, lokalt (och globalt) minimum f6ér x = —

a) Lokalt max i (3,4) , lokala mini (1,2) och (5,2).
b) Lokala min i (+v/3,0) och (0,0) , lokala max i (+1,2).

a) fmaX:L fmin:_3 b) fmalea frnin:_1

C) fmax = 247 frnin =-3 d) fmax =T, fmin = -7

Minsta varde &r 1 och storsta virde saknas.

f har asymptoter £ = 0 och y = 0 samt lokalt minimum fér x = 1.

a) Lokalt max och stérsta virde for = = 3, fmax = (3/e)®. Vagrit asymptot
y=0daz — oco.

b) Lok max fér x = 4, lok min och minsta virde for = = 0. finin = 0, fmax
saknas. Vagriat asymptot y = 0 da  — oo.

c¢) Lokalt minimum och minsta virde for x = e. f — oo da x — oo, ingen asymp-
tot. fmin=—e€, f —>0daz — 0.

d) Lokalt max for = = 0, lokalt min saknas. fpax saknas. Lodrit asymptot for
x =1 Vagrit asymptot y=14+nwdaz —ocosamt y=1— 7 da x — —o0.

97

1.



98

5.32.

5.33.
5.37.
5.38.

5.39.

5.40.

5.41.

5.42.

5.43.

5.44.

5.45.

12 SVAR
|
|
|
|
|
|
|
_// |
|
3
23
|
Funktionen dr monoton och stréngt monoton
Tva stycken.
Lokalt max i x = —1, lokalt min i x = 1. Asymptoter y = x — 1 — 7 da =z — o0,

y=x— 14+ 7 da x — —oo. Ekvationen har en reell rot.

Tva stycken.

3+V10 3—-+V10
fmax = ; fmin = .
2 2
Lokalt minimum och minsta vérde for = -2, f(-2)=1.

Lokalt minimum f6r = =1 och lokalt maximum for =z =0. f(0) =5, f(1) =4.
y =0 &r asymptot da = — oo och (63/ 2 9/ 4) &r lokal maximipunkt.

Funktionen &r definierad for « <0 och for x > 1.

5 5 ar lokal minimipunkt och (0,0) &r lokal maximipunkt.

y=x+ 3 ar asymptot dd& = — f+oo och z =1 &r asymptot da =z — 1,.

) F () = (-1t D) b) £(@) = (-3 e
n (n—2)! o
c) fM(x) = (=1) gt " == d) £ (x) = sin(z + 7)

1+Inzx , n=1
e) e (2 4+ 3na® + 3n(n — 1)z + n(n — 1)(n — 2)).

W' () = f"(g(2) (g ())* + f'(9(x))g" ().



5.48.

5.50.

5.51.

5.52.
9.53.
5.54.
9.58.

9.59.

5.60.

5.61.
5.62.
5.63.
5.64.
5.65.
5.66.

0.67.

5.68.

5.69.

5.70.

5.71.

0.72.
5.73.

0.74.

5.75.

Ja.

m
1+ —.
+4

a<—8|-8|-8<a<0|0]|0<a<11|11l|1l<a<19(19|a>19

1 2 3 4 5) 4 3 2 1

En 16sning (ndmligen x = 0).
Alla x # 0.
[e71/¢ oo| . Tvé ganger om e /¢ < y <1, annars en gang.

Lokalt max for = = 1/2, lokalt min for z = 1/e, minsta virde —1/e 4 1/e* for
x = 1/e, storsta virde saknas.

Tva stycken.

S 1
a>-.
—3

2.

0<a<l

(z,y) = (2, 2\/5)

Maximal volym &r 32 dm?® (vilket fas vid hojd 2 dm och basens sida 4 dm)
Alla viirden i [0, 2 arctan v2 — 7/2].

Maximal produkt dr 100 (da bada talen &r 10).

1
Maximal volym &r v2 dm?® (fas da hojden &r 7 dm och basens sida v/2 dm).

7
V3
5
3v/3
o
Rakt mot en punkt beligen 24 — v/2 km norr om A.
5 6 /5
Amin = A(Y Z) = 0 1 Anax saknas.
Mot en punkt 4.5 km norr om P.
RV2.
A 2
Apax = 2ab och =% = =
Aellips m
V3—1
2 arccos .

99
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5.76.

5.77.
5.78.
5.79.

5.80.

5.81.

5.82.

5.83.

5.84.

5.85.

5.86.
5.88.
5.89.

6.1.

6.2.

6.3.

Lat B’ vara spegelbilden av B i linjen L. D4 fis punkten P som skiirningen mellan

linjen L och striickan AB’.

Arean dr 2 a.e. och da #r rektangeln en kvadrat.

4/9.

(/3 4 B2/3)3/2,

4

— (m294°

7 ( )

3/2 m/s.
2

a) 320 ~ 11 dm/min
9m

a) 1 cm/s fran linsen

(22/ 3 4 3%/ 3)3/2.

nZ —1
3

@ = arccos

4
b) Tl 0.028 dm/min.

b) 100 cm/s mot linsen.

Vik sa att Q hamnar 15 cm fran A.

Se boken.
—0.3473.

403 22

a) —+—+C b

3 4

4 32
L2 40

2

1 2 3
C)—;-i—c d)ln]:r\—;—l—@—l—C
petl In |z|
f
e)6+1+C ) 5 +C
2
2
g)%+x—|—C h) ﬂ5?:/5+2\/5+C
b 2,502 Gt 8 s
i) e +C j) 5,2~ 3% +C
2 5/2 _ 2 32 Lo 2 32 _ 4 5/2
k) —(x+1) (x+1)*+C=-z(x+1) (x4+1)°+C.
) 3 3 15
in 2
a) e b)—COS5x+C C)QSinz—i-C' d)—3COS§+C
2 ) 2 3
In |1 —2z| e 2 —2/3
e)In|l+z|+C f)—T—FC g) — 5 +C h) —3e +C

a) Nix

b) Kravet blir att ¢”(z) =0, dvs att g(x) = cx + d.

12 SVAR
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arcsin x

6.4. a) 2tanz + C b) Tarctanz + C c) 5 +C
1
6.5. a) —(x+1)e *+C b)gsin%:—l—zcosQa:—i—C ¢)sinz —zcosz + C
e (oL e e)”izl | |—‘””—2+C £) (22 — 2)sinz + 2z cosz + C
|7 16 5zl == x inz + 2z cosx
2z 1\ o,
g) 3 "3t7)e +C h)zlnz+ (In2-1)z+C
1 9 x
6.6. a)zxln|z|—z+C b) 5(1+x)arctan:c—§+0
1
c)zln|z|+ (z+ 1) Injz+1]-22+C d) —+C.
T+2

1
(1+22%5+C c) 2¢" + C d) —e*** 4+ C

1
6.7.0) S (*+1)°+C b) o

1
6.8. a,)zln(1+x4)+0 b) —In|cosz|+ C

1
glnll—i—x”\—l—(}’, n;éO
1
c) g1n(1+e3f)+c d)

1
iln\xl ,m=0

. 4 1 4 13/2
6.9.a)Sm:U+C b) — +C c)quC d)§\/$3+2—|—0

sin x 6

1
6.10. a) 3 arctan 2z + C b) arcsin(z — 1) + C c¢) arctane” + C.

6.11. a) In|arcsinz| + C b) In(z+ Va2 +4)+C
31 3
c) arcsin(e”) + C d) z Snx - % +C

e) 2vz(lnz —2)+C f)

1
g) —5¢ " +C h)
6.12. a) zarcsinz + 1 —22+C  b) z(lnz)? —2zxlnz + 2z + C.

1 1 1
6.13. a) i(sinw +cosz)e” + C b) i(xQ + 1D In(z? +1) - 5.562 +C

2

c) s (2(lnz)* —2Inz + 1) + C.
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6.14. (22 — 4)sin /x + 4/ cos vz + C.
A B

6.15.
s B

, A och B fas med handpaldggning

b) Samma svar som i a)

A B

)exit mraE

B fas med handpaldggning

d) Detta uttryck ér redan partialbraksuppdelat sa langt det dr mojligt

A B C D E
h E 2 O 7. .

e) P + @127 + @12 + po— + w—32 C oc fas med handpaldggning

Az + B C . .
£) 2ot + 1 C fas med handpaldggning

1/2 1/2 1/2 1/2

616 a) 2 Y by /
r—1 x+1 r—1 x+1
1 1

(x+2)2+x+2_:c+1 r—1 22+z+1

6.17. Linnéa har forstas rétt, men varfor blev det fel i Linus kalkyl?

1. |z—1 2
18. -1 b) — — 4 — —-2|— — .
6.18 a)2nx+1'+0 )2 3z+4lnjz—2|+C  ¢)3ln|lz—2|-2Injz—-3|+C
3 1 1 2
6.19. a)2ln|lz+2|+ ——+C b)fln($2+4$—|—8)—farctan$+ +C
x+2 2 2
1 1
c)éln\x2—4]—zln]a€\+0.
6.20. a) 3lnjx—1]—-3In|z+2|++2In|z—-3]+C
) 4 10 11
b) gln]az—ll—gln]w+1]+§1n\x—2|—gln]w+2]+(}'.
1 Jz+1 1 = 1 x 1 In|z|
6.21. -1 - = b) -1 - =
a)4nx—1‘ 221 ¢ )2n2x—|—1‘ 2341

In(x? 4 2z + 2)

1
c) — +1In|z| — 5111(&62 + 2z +2) 4 arctan(z + 1) + C

1+tanZ
6.22. a)ln|—2|+C b) —In|cosz|+ C
1—tan§
2 1 1 5 5
304 Zsin®z4+C = —sinbr + —sin3x + —sinz + C

c) sinz — 3 sin 5 0 15 S

3 3 1 1 3
3o — gcosxsinx+7$+C: —sindz — —-sin2x + -z + C

d) —7 o8 sin 3 3 1 3



6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

6.29.

7.1

7.2.

7.3.
7.5.
7.6.

7.7.

sinx 1 1-+sinz
— 4+ In|l———=|+C b) t C
a) 2cos?x 4 n’l—sinaz + ) tanz +
1 —si 8
a) 2sinx + Zln 1—1-% b) 3arctan< 3

1
¢) —In|tan(= + %)| +C.

V2

N8

a) —x—4vVr—2—-4ln|vVer—2—-1+C b)2Vzr—1—4arctan

c)2vzx—1+1In

Vr—1-1
il

1
a) — arctan io b) arcsin Tic
a a a

4+5tan”25> Lo

c¢) Inte i uppgift a), men i uppgift b) blir svaret — arcsin z +C
a

a) ln(x—l—l+M)+C
b) Va? + 22+ 2 —In(z + 1 + Va2 + 2z + 2) + C.
21 — 22 + arcsin z LC
2
f(@) = 2(25:11)2 o <§1§>

/1
0
1 1
b)/@lo(x)dx:0.45 ; /\If1o($)dx:0.55
0 0
/ 1 1 1
o, —05-— , |w, — 0.5+ —
c)/ (x)dz =0.5 5 / (z) dx 05+2n
0 0
1
d) /xd:l::().5.
0
e—1.
£(0)
/2.
—z?
e .

r—1

2

+C

103
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78, sin x
x
7.9. z .
arcsinzv'1 — 2
7.10. z =7/2.

7.11. Det enda som skett fran vinsterledet till hdogerledet &r att man flyttat savél funktion
som omrade "k enheter at hoger” (om k& > 0, annars har forflyttningen skett at vénster.
Rita en figur sa ser du.

712, a) 7/3 b)16/3 ¢ —In3  d)-8/3 ) 2/9
£) 4 <el/4 - 1) g) 1/2 L) 57/6 i) /4
7.13. a)g—l b)§In2—g )1  d)In2 e)? f)% g) 2 h)g

7.14. a)3In2—In3 b)In2-1/2 c)eln(l+e?)—2e+2arctane —In2 +2 — /2

d)e—2 e) 1/5 £) 1/2.
3 1 In 2
715. )2  b)3ri-12 ¢ ”6‘[—2 d) % e)2e+3In3—8 f)7r+2
7T2

7.16. a) 0 b) 0 c) T 2.

1
717 —— .

12

" d
718. /x:4
X
1

2
7.19. /(2333—1’4) dx:§
0
1
7.20. 2 ) de = —.
/(x x°) dx B
0

1 4
T 2 T
7.21. /(2:,;—8) d:r+/<x—8> dz = 41n?2
0 1

4
7.22. /4x—$2|daz = /(x2 —4z) dx—|—/(4x—$2)dx =13
-1 0

-1



7.23

7.24.

7.25.

7.26.

7.27

7.28.

7.29.

7.30.

7.31.

7.32.

7.33.

o
o)
wn
=
5
8
~—
.
)
I
|

—_

4
.W/(2—\/a?)2dx—8;.
0
h 4
T x2(4—x)dx:6—7r.
3
0
/4
/ 9 o7
V=mn [ (cosx+sinx) daczz—i—?

R \? TR2h
(R—hx> dx = T
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4 2
7.35. ﬂ/ydy = 27r/3:(4 — 2?) dx = 8.
0 0

7.36. 27T/xlnxdx:g(e2+1).
1

1 1
1 2
7.37. /27m:(e_””2 - E) dx = /w(—lny) dy =7(1—=).
e
0 1/e
/2 /2
1 2
7.38.7T/x2dy:77/<_ 1) dy =mln(2+V3) — —.
siny 3
/6 /6
10 1
. 1 2 10 22 221
0
R
7.40. / 4(R* — 2*)dz = 16R? /3.
-R

2
7.41. w/ ((3 FVE—22)2 - (3—4- x2)2) dz = 2472,
2

7.42. V:”/l(m_(l—m)>2dx:”<5—”>.
0

V2 V2\3 2
7.43. V(w) ] d o |In —— 4 v (2In2 —1) da
w i ($+\/E)2 s t+1 t+1 . 7T n a w (0. ¢]
0

27
7.44. /e_tﬁdx =V2(1 —e ).
0

3

7.45. / V14 (2)2dx = 2V/5 (vilket forstas dven kan beriiknas utan integraler)
1

3
7.46. /vl—t—xdx: 13—4
0

1
A7. In3 — —.
7.47. In3 5



7.48. 2

7.49

7.50

7.51.

7.52

7.53

7.54.

7.55.

7.56.

7.57.

7.58.

7.59.

7.60.

7.61.

R
x
. — = 27R.
é VR? — 22

4 4
/ 1+;d37:/\/1+y:dy:2\[—\@+ln(2+\/5)—ln(1+\/i).
1 2

w/2
d
. .a: = 11113.
|sinz| 2
w/3

‘ / e 'V2d0 = V2(1 — e ?™) (jfr uppgift 7.26).
0

21

. /Rmd(; _8R.

a)/(l—FCOSQ)QdH—37T b)/\/(l—i-cos€)2+(—sin9)2d0—8.

R
or \/RQ—xz\/l—i-(

R—h

h
2
27r/§x“1+ (i) dr = TR\ R2 + h2.
0

T

2

1 1
V:7r/acﬁalnr::77T : A:27r/x3\/1+9x4dm:;7(10\/10—1).
0 0

107
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. : 4R . .
7.62. Pa symmetriaxeln, I lingdenheter fran den raka kanten.
77
. . 3R .,
7.63. Pa symmetriaxeln, 3 fran den plana ytan.
s
7.64. (1,-).
1.5)
7.65. k —24l__
ala+ L)
1 2
766. I.=—, ;= —.
€ \/i I l T
7.67. 220v/3 ~ 380 V.
768. T |2
2V 9
. . 1 1
7.69. a) divergent b)3 «¢)3 d) divergent e) 3 f) 3
3 - : . .
g) B h) 4 i) divergent j) 1 k) divergent 1) divergent
™ ) T . 1
7.70. a) 1 b) divergent c) 1 d) divergent e) 1 f) 2In2
. N T . . s
g) -1 h) divergent i) 5 j) divergent k) 7 1) 5
7.71. Integralen dr generaliserad i = 0, och méaste dérfor splittras som
1 0 1
de [ dx dx
2 =zt
-1 -1 0
Dessa bada integraler dr divergenta (det ricker att en av dem &r det) sa déarfor dr den
ursprungliga integralen divergent.
/ d
7.72.V:7r/ T =Io T LT dat— o
2+z)2 2 24t 2
0
7.73. a) b) oo
¢) Det beror forstas pa vad man menar med en paradox. Om man avser nagot som
strider mot sunt fornuft, sa ar dock resultatet ingen paradox, eller hur.
7.74. \’{LT om a # 0, annars &r integralen divergent.
8.1. a) Y] b) Yl
-/ / NN —
N — / \ N —
N -y /) VNN =
! 1 / x ! 1 / z
VoA — N\ — /o
\ N , N , /
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5 1
82. a)y=bz+C b)y:§x2+2x+0 c)y:§sin2x+0

d)y=Inlz|+C e)y=3e"+2yVx+C f)y:Qﬁ—gm\/E—i-C

8.3. Allminna 15sningen blir y = 2 + C. Speciellt gar 16sningskurvan genom punkten (2,7)
om C =3, dvs y = 22 + 3.

T 9 1
i 2 _= 0
5 c)y 5 x,x>

8.4. a)y=5—2e /2 b)y:tan:v,—g<x<
8.5. y =222 +3.

8.6. Endast till ekvation b).

8.7. a)y=Ce 2 b) y = Ce3® ¢)y=Ce /" d) y = Ce™/?
8.8. y = 4e*.

8.9. f(z) = 2¢™/3. Speciellt blir f(1) = 2¢*/3.

8.10. 3¢~ 7"2/38 ~ 0.84 mg. (Méingden vid tiden ¢ &r 3e~™2/38 ;g )

1 1 1
811. y=—1 o -
V=100 007 100
8.12. a) Yy = Cx b) Y= 1 + C€—2$ C) y = Cexz/2
1 ¢ x cos T C 2
d = — 2 — — — f — 1 —T /2
)y 3:E +~’13 ¢y 2sinx 2 +sinx )y Te
g) Yy = 6712 + C@iinm h) y = (' gretane 1) y = _H—ﬂ
T

1
8.13. (1+2?) <x arctan x — 5 In(1 + 22) + 1) .

1‘4

8.14. a) y=%(1+x4)ln(1+x4)+0(1+x4)—Z:

1 1
=50 + 2 In(1 +2") + DA + %) + 1

| 1 1
b) oY +4\/1—x21n(2—1>+0\/1—x2
T

v= 2v1 — x2
C) fi fI,'>0
Y Va2 + 2z '

rsinz + cosx + C

8.15. y(x) = 5

xT

8.16. y =2+ g/2—arctanz
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8.17.

8.18.

8.19.

8.20.

8.21.

8.22.

8.23.

8.24.

8.25

8.26.

8.27.

8.28.

12 SVAR

a) s b) 2,/g m/s.

Sl

t
gti(t — 51) for t > t;.

a) Om proportionalitetskonstanterna ar \, respektive A, och begynnelseméingderna &r
Ag resp By sa fas

A
A(t) - Aoe_kat s B(t) = B[)e_)\bt + M (e—Aat _ e—Abt) .

Ao — Ap
b) Om M\ By < A Ap.
C
f(z) = =

9 3 ~
ﬁ-lo kg ~ 1 ton.

i(t) = % (1),

. sin 100t — cos 100t + e~ 100
a) i(t) = %

- sin 100t — cos 100t

20 dvs den transienta biten saknas.

b) i(t)

a)y=vVa2+C eller y=—V22+C, (Jz|>vV—-Com C <0).
b)y=—=——, x> C eller 1 x<Cellery=0, z€R
y_C—.T’ y_C—.f’ Yy = )
3 1
c)y=Cx +§,$€R

d)y=—-In(C—-e€%), x<InC (C >0)
e) x = —In(C + cost) dar t ligger i ett intervall sadant att C' + cost > 0 (C' > —1)

f)y:tan(:c—i-C),xe]—%—i—nﬂ—C,g—knw—C[

.y =+/2x — 2arctanz + 4.
y(x) = In(1 + arctan z). Funktionen &r definierad da = > —%
222 — 1 T+ 2 1
Y=g )y )Yy=19, ¥<3

x(t) = zoekt.
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g
g o it ; |
8.29. v(t) = \/> ——— ,dir E= om wvg # 4/=. I annat fall blir
E —2,/gct
c +e \/% — v c
u(t) = \/E . Grinshastigheten blir \/E :
c c
b(1 — —k(a—b)t
830, y= 2 —e )
a — be—k(a=b)t
3ln4
83l. —————— —3~283
28 — In 13 o
8.32. a) y(z) =€” b) y(z) = (1 + 2?)(2arctanz — g)
e~ arctan x
833. y= ——5—
Y 1+ 2?2
8.34. y =cosx — gsin x.
835. y=x"—2 for 0<a <1 och y=0 for a=0.
8.37. a)y = Cre® + Che™® b) y = C1e® + Che™*
c)y=(C1+ Cox)e™™ d) y = (C1 4 Cyz)e*®
e) y = CreBrT 4 e — 37 (A cosz + Bsinx)
f) y = e 3%(C} cos 4x + Cy sin 4z) g) y = Cy cos2x + Cysin 2z
h) y=C1+ 026_600 i) Yy = C’le_w + 026_2m
838. a)y=¢e “sinzx b)y=(14+2z)e " c) y = 2e 3% 32 d) y =2sinx —cosz
8.39. a)y= Ae® + Be ® — 2?2 b) y = Ae® + Be 3% + 1+ 2z
2 1 1
c)y= o7 §a:2— §x3+A+Be3x
1
8.40. a)y= C1e*® 4+ Cpe ™ 4+ ﬁem b)y = C1e%® + Cye ™ 4+ %(321
¢)y=e 2®(Acosz + Bsinz) + r 3 e’
10 50
—2% . 1 2 . —x 3x
8.41. a) y = (Az + B)e” “* + 3cosz + 4sinz b)y:gcosx—gsmx—i-Ae + Be”".
1 , 1
8.42. a)y = Cre® + Che® — %(1 — 3i)e%® b) y = Cre® 4 Cye®™ + TO(COS 2x — 28in 2x)

1
) y = Cre® 4 Cre®® + To(sin:c — 3cosx)e>®

3z

1
d) y=e**(Acosx + Bsinz) — g cosze
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8.43. a)y=(A—x)e® + Be*® + 2z +3

2
1
b) y = (:1;2 +C1£L‘+C2> e 4 %(4sinx+3cosm)

_ o AR
c)y=e C1 4+ Cox 5 —|—4€

2 1
d) y:Acos2x+Bsin2x+§sinm— g cosz

e)y=Acosx + Bsinz — gcosx

8.44. a)y= Ae ** + (Bx + C)e”

b) y = Cre® + e~ %/2 (Acos \/2§a: \/§x) a;

1
+ Bsin 5 +§ex+§(cosx—sinx)

¢) y=Cre* + Coe ™ + Cycosz + Cysinz — ;06_2:6.

8.45. y = 2t*> — 1+ 3cos 2t.
8.46. y = (1 +22)e** 4 ¢”.

8.47. y = (1 —x)e* +e*.

1
8.48. y = 6(116’“ + €37),

3t 7 1

8.50. y = 10cos 2t. Origo passeras forsta gangen da t = % sekunder.
k
8.51. y =ypcos(y/ —1).
m
8.52. a) y = (97" —e™%) b)y= %6—315(4 cos 4t + 3sin 4t) c)y=yo(t+1)e ™.

1 1
8.53. a) y(t) = yo cos 5t + 0 sin 5t — 10 t cos bt b) y blir obegrinsad.



8.54.

8.55.

8.56.

8.57.

8.58.

8.59.

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.7.

9.8.

R2C% > 4LC: i(t) = ELC (e*LﬁEf’t —e” Rz%"t) dir o = v/ R2C? — 4LC

g

284

R?C? = ALC: i(t) = Bte™ 1

2LCE
R2C? < ALC: i(t) = CE &t QECt dér 0 = \/4LC — R2C?

o
t — oo: i(t) — 0 utom da R =0
t
R=0: i(t) = EV LCsin
)= EVLCsin e
L (A + Bsinz)
= — inx).
y 7z CcoS X sinx
14R5/?
m Sekunder.
7\ 2(1-k)/k
h(r) = H <E) .

2+ (1—-a)g(z)z = (1 —a)h(z)
ex2/2
C — (22 — 2)er?/2

I detta specialfall blir y = eller y=0.

y = Az + Ba? 4+ 2z° In z.

113

Yo har samma funktionsvérde som y da = 0. y; har dessutom samma lutning (derivata)
som y och yo har dessutom samma andraderivata som y fér x = 0. yo anpassar béttre

dn g1 som i sin tur anpassar béattre &n gy da x ligger i ndrheten av 0.

a) 223 — 2 +7x+1  b)3—8(x—1)—15(x —1)* —4(z — 1)>.

1 1
14+x+ —a2®+ 225

2 6
1 1 1 1
24z 1)+ — 12+ — 1)3.
e+e($+ )+2€($+ ) —}_66@+ )
1 9 1 4

2
a) Pg(x):1+a:+% b) Py(2) =1—x +a?

Z 1'2

c) Pz(az):1+§—§ d) Py(z) = = + 2

9 81
Ps(z) =3z — 5333 + 4—0955.
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9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

9.18.

9.19.

9.20.

9.21.

9.22.

9.23.
9.24.

9.25.

9.26.

10.1.

3x2 223 bHrt xt
1+2 —_—t — + — b) 22 — =
a) —1—533:- 5 T 3 + 51 ) x G
c)az+% d) 1 — 2%+ 2%,
322 5x3 35zt
a) 222 — 2z% b)l+x+%+%+ 8:E

2 8

2 4 2
c)l—i—x—l—x——x— d)e(l—x—i-

222 — 223 + 224,

1
a)l—2 b) c)§ d) -1
z? 2t
1
P(x) = ﬂ(aj —2)?
a) 0 b)é ¢) 4 d)%.
3 In2
8 2
roy L
f(O)—§-

a =1 ger gransvirdet —1/2.

. 2
Gransvirdet existerar och 4r —— omm a = 1.

e

a=-1/3, b=2/3, c=1/6.
a=1, b:—2ochc:g.

1
a = — b) L
vy rrs B
e~/2,

A= —1In9 ger griansvirdet —8/9.

1 1
a:—l,b:§ochc:§.
229 60!
(60) () —
10 -1 3 1
—(1-10" -
a) 5 (1=107"7) b)) 5 -
1_$n+1
c) —In(n+1)! d) R —
a(n+1)

1

n4+2
, xv#1
, x=1

12 SVAR



10.2. a) Konvergent med summan 10/9 b) Konvergent med summan 1
c¢) Divergent d) Konvergent med summan 0
e) Divergent f) Divergent

10.3. Serierna c, e och f &dr konvergenta.

10.4. Serierna b, d, e och f &r konvergenta

10.5. Serierna c och f &r konvergenta

10.6. Bada serierna konvergerar for a > 1 och divergerar for a < 1

10.9. Serierna c, e, i och j ar absolutkonvergenta.
Serierna a, d, f och g &r betingat konvergenta.

10.10. a) 2<z <2 b) —2<z <2 c)-1<zx<1
d-1<z<1 e) <z <2 f)y-1<z<1

10.11. For |z| <1

10.12. a) f(x) = b) f'(z) = Zk gkl

1—=x
k=0

X

) ap
10.13. f(z)=z4+(1—2)ln(l—-2), -1<z<1

d) 3/4

10.14. 7e — 2

1
10.15. zarctanz — §ln (1 +x2) , el <1

2
10.16.a)a0:a1:1,ak:ydék22 b) y(z) =2¢" —xz —1
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