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Lätt modifiering av lektionsplanen

Jag kastar om nuvarande Lekt 25-26 och Lekt 24.
Ändring publicerad p̊a Fronter.

Lekt 24, On 2 mars: Heavisidefunktionen.

Lekt 25, Fr 4 mars: Heavisidefunktionen, forts.

Lekt 26, Må 7 mars: System av linjära diffekv.
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Lekt 21-22

Inverstransformera
3s ` 4

s2 ` 4s ` 5
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Derivator och deras Laplacetransformer

Bestäm Laplacetransformen av
d

dt

`

f ptq
˘

.

L

"

d

dt

`

f ptq
˘

*

“

8
ż

0

d

dt

`

f ptq
˘

e´st dt “ pP.I.q

“
“

e´st f ptq
‰8

0
` s

8
ż

0

f ptq e´st dt “

“ ´f p0q ` sLtf ptqu “ sF psq ´ f p0q,

förutsatt att f ptq e´st Ñ 0 d̊a t Ñ 8.
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Laplacetransformen av
d
2

dt2

`

f ptq
˘

L

"

d2

dt2

`

f ptq
˘

*

“

8
ż

0

d2

dt2

`

f ptq
˘

e´st dt “ pP.I.q

“
“

e´st f 1ptq
‰8

0
` s

8
ż

0

d

dt

`

f ptq
˘

e´st dt “

“ ´f 1p0q ` sL

"

d

dt

`

f ptq
˘

*

,

förutsatt att f 1ptq e´st Ñ 0 d̊a t Ñ 8. Vi f̊ar, med tidigare kända kalkyler

L

"

d2

dt2

`

f ptq
˘

*

“ ´f 1p0q ` s psLtf ptqu ´ f p0qq “

“ s2F psq ´ sf p0q ´ f 1p0q.
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Laplacetransform för högre derivator

Vi kan generalisera v̊ara hittills framtagna transformer och skriver (för
s ą a)

L

"

dn

dtn

`

f ptq
˘

*

“ sn Ltf ptqu ´ sn´1f p0q ´ sn´2f 1p0q ´ . . . ´ f pn´1qp0q,

förutsatt att f och dess derivator är styckvis kontinuerliga p̊a R` och
växer högst exponentiellt.
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Udda exempel

Givet f ptq “ sinpbtq och L tsinpbtqu “
b

s2 ` b2
, bestäm L tcospbtqu.

Lösningsförslag

f p0q “ 0, f 1ptq “ b cospbtq. pEnl. föruts.q

L

"

d

dt

`

f ptq
˘

*

“ s Ltf ptqu ´ f p0q,

L

$

’

&

’

%

b cospbtq
looomooon

f 1ptq

,

/

.

/

-

“ ps Ltsinpbtqu ´ f p0qq “
bs

s2 ` b2
,

bL tcospbtqu “
bs

s2 ` b2
, pDiv. med bq

L tcospbtqu “
s

s2 ` b2
Klart!
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Om att lösa begynnelsevärdesproblem (BVP)

Följande ritual skall vi nyttja vid
lösning av BVP:

BEGYNNELSEVÄRDES-
PROBLEM

(i tidsplanet)

TRANSFORMERAT
PROBLEM

(i frekvensplanet)

LÖSNING
(i frekvensplanet)

LÖSNING
(i tidsplanet)

Algebraiska
operationer i

frekvensplanet

L

L
-1
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Exempel

Lös BVP y 1 ´ y “ e2t , BV : yp0q “ 2.
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Lösningsförslag

L
 

y 1 ´ y
(

“ L
 

e2x
(

pL-transf. bägge led, Y psq “ L typtquq

sY psq ´ yp0q ´ Y psq “
1

s ´ 2
pRäkneregl., Tabellq

Y psq “
2s ´ 3

ps ´ 2qps ´ 1q
pLös ut Y q

Y psq “
1

s ´ 2
`

1

s ´ 1
pPartbr̊ak, H-Pq

Svar : yptq “ e2t ` et . pInvers L-transf. ur tabellq

Övn: Lös problemet utan L-transf.
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Lösningsförslag
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pRäkneregl., Tabellq

Y psq “
2s ´ 3

ps ´ 2qps ´ 1q
pLös ut Y q

Y psq “
1

s ´ 2
`

1

s ´ 1
pPartbr̊ak, H-Pq

Svar : yptq “ e2t ` et . pInvers L-transf. ur tabellq
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Avslutande exempel

Lös BVP y2 ` 5y 1 ` 6y “ 1, BV : yp0q “ 0, y 1p0q “ 1.
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Lösningsförslag

L
 

y2 ` 5y 1 ` 6y
(

“ L t1u pL-transf. bägge led, Y psq “ L typtquq

s2Y psq ´ syp0q ´ y 1p0q ` 5psY psq ´ yp0qq ` 6Y psq “
1

s
pRäkneregl., Tabellq

Y psq “
s ` 1

sps ` 2qps ` 3q
pLös ut Y q

Y psq “
1

6s
`

1

2
¨

1

s ` 2
´

2

3
¨

1

s ` 3
pPartbr̊ak, HPq

Svar : yptq “
1

6
`

1

2
¨ e´2t ´

2

3
¨ e´3t

. pInvers L-transf. ur tabellq
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Lös p̊a egen hand

Lös med L-transformering BVP

y2ptq ´ y 1ptq ´ 2yptq “ 6e´t
, t P R`,

BV: yp0q “ 4, y 1p0q “ 3.

pSvar : p1 ´ 2tqe´t ` 3e2t , t P R`q
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Lös p̊a egen hand

Lös med L-transformering BVP

$

&

%

dx

dt
` 4x “ sin 2t

xp0q “ 0

Svar:

x ptq “
sin p2 tq

5
´

cos p2 tq

10
`

e´4 t

10
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