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Lekt 15

Visa att teleskopserien

8
ÿ

k“0

1

pk ` 1qpk ` 2q “ 1

1 ¨ 2 ` 1

2 ¨ 3 ` 1

3 ¨ 4 ` . . .

är konvergent. Bestäm ocks̊a summan.
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Lösningsförslag

1

pk ` 1qpk ` 2q “ 1

k ` 1
´ 1

k ` 2
pPBUq

pDelsummanq sn “ 1

1 ¨ 2 ` 1

2 ¨ 3 ` . . . ` 1

pn ` 1qpn ` 2q

“
ˆ

1 ´ 1

2

˙

`
ˆ

1

2
´ 1

3

˙

` . . .

ˆ

1

n ` 1
´ 1

n ` 2

˙

“ 1 ´ 1

n ` 2
pAlla termer utom första och sista släcks: Teleskopsummaq

lim
nÑ8

sn “ 1 ă 8. Vår teleskopserie är konvergent med summan 1.
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Konvergenskriterier för positiva serier

Ibland kan man inte (som i teleskopserien) uttrycka sn explicit som
funktion av n, för att p̊a s̊a sätt enkelt avgöra konvergensen. Man kan i
stället, med hjälp av speciella kriterier, analysera konvergensfr̊agor.

Under föreg̊aende lektion gjorde vi bruk av en s̊adan teknik.

L̊at oss nu betrakta en speciell familj, de positiva serierna, dvs

8
ÿ

n“1

an, där an ě 0
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Cauchys integralkriterium–Sats 10.4

Sats

Antag att an “ f pnq är positiv och avtagande p̊a 1 ď x ă 8. D̊a är serien

8
ÿ

n“1

an konvergent ô
8
ż

1

f pxq dx konvergent.
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Exempel

Undersök om serien
8
ÿ

n“1

n

1 ` 2n2

är konvergent.
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Lösningsförslag

Positiv
x

1 ` 2x2
är positiv för x ě 1.

Avtagande Derivera!

f 1pxq “ . . . “ 1 ´ 2x2

p1 ` 2x2q2 ď 0 för x ě 1 pKontrollera!q

f pxq är uppenbarligen avtagande.

Cauchys integralkriterium

X
ż

1

x

1 ` 2x2
dx “ . . . “ lnp1 ` 2X 2q ´ ln 3

4
Ñ 8 när X Ñ 8.

Integralen, och därmed serien, divergerar.
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Viktig familjemedlem: p-serier

Sats (Sats 10.5)

p-serien
8
ÿ

n“1

1

np

"

konvergerar om p ą 1
divergerar om p ď 1

Bevis.

Cauchys integralkriterium.

8
ż

1

dx

xp

"

konvergerar om p ą 1
divergerar om p ď 1

Anmärkning

Speciellt gäller att den harmoniska serien divergerar.
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Jämförelsekriterier

Antag att serierna
8
ÿ

n“1

an och
8
ÿ

n“1

bn

är positiva.

Sats (Sats 10.6)

Antag dessutom att an ď bn.

1

8
ÿ

n“1

bn konvergent ñ
8
ÿ

n“1

an konvergent.

2

8
ÿ

n“1

an divergent ñ
8
ÿ

n“1

bn divergent.
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Exempel

Vilka av följande serier konvergerar?

paq
8
ÿ

n“1

1

1 ` 2n
, pbq

8
ÿ

n“1

3n ` 1

1 ` n3
, pcq

8
ÿ

n“2

1

ln n
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Lösningsförslag–uppgift (a)

Fiffiga omskrivningar!

(a)
8
ÿ

n“1

1

1 ` 2n

0 ă 1

1 ` 2n
ă 1

2n
8
ÿ

n“1

1

2n
konv. geom. serie pJämförelsekriteriumq
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Lösningsförslag–uppgift (b)

Anm: Här måste vi användas oss av raffinerade omskrivningar!

(b)
8
ÿ

n“1

3n ` 1

1 ` n3

0 ă 1 ` 3n

1 ` n3
“ 1

1 ` n3
` 3n

1 ` n3
ă 1

n3
` 3n

n3
ă

loomoon

ty n3ąn2

1

n2
` 3n

n3
ă 4

n2

8
ÿ

n“1

4

n2
konv. p-serie pJämförelsekriteriumq
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Lösningsförslag–uppgift (c)

(c)
8
ÿ

n“2

1

ln n

0 ă 1

ln n
ą 1

n
pför n ě 2, ty ln n ă nq

8
ÿ

n“2

1

n
div. p-serie pJämförelsekriteriumq

Svar (a), (b) konv., (c) div.
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Kvot- och rotkriteriet

Kvot- och rotkriteriet är användbara när man analyserar potensserier, en
familj vi ska ägna oss åt under nästkommande lektion. Ett välbekant
exempel är potensserien (den geometriska serien)

8
ÿ

n“0

xn “ 1 ` x ` x2 ` x3 ` . . .

Under Lekt 14 kom vi fram till att denna serie konvergerar om |x | ă 1.
Med kvot- och rotkriteriet f̊ar vi ytterligare verktyg för att utreda
konvergensen.
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Anmärkning

På s. 448f behandlas s.k. absolutkonvergenta serier. Begreppet används
vid analys av serier som har s̊aväl positiva som negativa termer. Vår
hittillsvarande konvergensanalys är n̊agot förenklad, eftersom vi betraktat
enbart positiva serier.
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d’Alemberts kvotkriterium–Sats 10.9 (b)

Sats (KK)

Antag att an ě 0. Om

ρ “ lim
nÑ8

an`1

an

existerar, s̊a gäller att

1 Om |ρ| ă 1 är serien
8
ÿ

n“1

an konvergent.

2 Om |ρ| ą 1 är serien
8
ÿ

n“1

an divergent.

3 Om |ρ| “ 1 ger kvotkriteriet ingen information om
konvergens/divergens.
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Exempel

Är följande serier konvergenta:

paq
8
ÿ

n“0

2n ` 5

3n
pbq

8
ÿ

n“1

n5

2n
pcq

8
ÿ

n“1

p2nq!
pn!q2

(a)
an`1

an
“

2n`1`5
3n`1

2n`5
3n

“ 2n`1 ` 5

2n ` 5
¨ 1
3

osv.
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Cauchys Rotkriterium–Sats 10.9 (a)

Detta kriterium för positiva serier är snarlikt kvotkriteriet.

Anmärkning Serier av typen
8
ÿ

n“1

1

nn
, dvs serier där an inneh̊aller n̊agon

n:te-potens, är som gjorda för rotkriteriet.
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Sats (RK)

Om
σ “ lim

nÑ8
n

?
an

existerar eller är 8, s̊a gäller att

1 Om 0 ď σ ă 1 s̊a är serien
8
ÿ

n“1

an konvergent.

2 Om 1 ă σ är serien
8
ÿ

n“1

an divergent.

3 Om σ “ 1 ger rotkriteriet ingen information om konvergens/divergens.
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Avslutande exempel

Visa med kvot- och rotkriteriet (KK/RK) att följande serie är konvergent:

8
ÿ

n“1

n4

2n
.

Lösningsskiss

KK
an`1

an
“ pn ` 1q4 ¨ 2n

2 ¨ 2n ¨ n4 “ p1 ` 1{nq4
2

RK n
?
an “

n
?
n4

2
“ pn1{nq4

2
“ pe 1

n
ln nq4
2
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Att öva p̊a egen hand

Visa med RK att följande serier är konvergenta:

paq
8
ÿ

n“1

1

nn
pbq

8
ÿ

n“1

2n`1

nn
(c˚)

8
ÿ

n“1

` n

n ` 1

˘n2

Konvergerar eller divergerar serien
8
ÿ

n“1

2n

n3
? (Använd RK.)

Extra˚ Använd KK till uppg. (b)
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Extra: Bevis av kvotkriteriet

Vi visar (1). Anta att ρ ă 1. Eftersom

ρ “ lim
nÑ8

an`1

an

existerar, måste
an`1

an
ď r för lämpligt stort n, säg n ě N.

(Välj r med ρ ă r ă 1)
Det betyder att

aN`1 ď raN

aN`2 ď raN`1 ď r2aN

aN`3 ď r3aN

¨ ¨ ¨
aN`k ď rkaN pk “ 0, 1, 2, 3, . . .. Summera fr̊an n “ N och upp̊atq
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Fortsättning

Vi noterar att aN

8
ÿ

k“0

rk är en konvergent geom. serie.

Enligt jämförelsetestet är serien
8
ÿ

n“N

an konvergent och därmed är serien

8
ÿ

n“1

an “
N´1
ÿ

n“1

an `
8
ÿ

n“N

an konvergent, och vi är klara.
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