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Lekt 26

Lös systemet
$

’

’

&

’

’

%

dx

dt
` 2x ` y “ 0

dy

dt
` x ` 2y “ 0

med begynnelsevillkoren xp0q “ 1, yp0q “ 0.
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Struktur

1 Lektion 27: Faltning och Laplacetransformer

2 Lektion 28: Integralekvationer av Volterra-typ
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Faltning och Laplacetransformer

Ibland känner man funktionerna f ptq och gptq med respektive transformer
F psq och G psq. Problemet är att inverstransformera produkten
Hpsq “ F psqG psq. Hur g̊ar man tillväga?

Sats

L̊at f ptq och gptq vara kausala. Vi förutsätter styckvis kontinuitet. Den

s.k. faltningen av f ptq och gptq med beteckning f ‹ g, definieras som

pf ‹ gqptq “

t
ż

0

f pxqgpt ´ xq dx

D̊a gäller:

L tf ‹ gu “ F psqG psq

L
´1 tF psqG psqu “ f ‹ g
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Anmärkningar

Laplacetransformen omvandlar

en differentialekvation eller en integralekvation till en algebraisk
ekvation

en faltning till en multiplikation
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Exempel

Bestäm hptq “ L´1 tHpsqu, där

Hpsq “
1

p1 ` s2q2
.
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Lösningsförslag:

hptq “ L
´1

"

1

1 ` s2
¨

1

1 ` s2

*

“ pFaltningssatsenq

“ sinptq ‹ sinptq
def
“

t
ż

0

sinpxq sinpt ´ xq dx “
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Lösningsförslag:

hptq “ L
´1

"

1

1 ` s2
¨

1

1 ` s2

*

“ pFaltningssatsenq

“ sinptq ‹ sinptq
def
“

t
ż

0

sinpxq sinpt ´ xq dx “

“

t
ż

0

sin x
`

sin t cos x ´ cos t sin x
˘

dx “
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Lösningsförslag:

hptq “ L
´1

"

1

1 ` s2
¨

1

1 ` s2

*

“ pFaltningssatsenq

“ sinptq ‹ sinptq
def
“

t
ż

0

sinpxq sinpt ´ xq dx “

“

t
ż

0

sin x
`

sin t cos x ´ cos t sin x
˘

dx “

“ sin t

t
ż

0

sin x cos x dx ´ cos t

t
ż

0

1´cos2x
2

hkkikkj

sin2 x dx “ pForts nästa sidaq
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“ sin t

„

sin2 x

2

x“t

x“0

´ cos t

„

x

2
´

sin 2x

4

x“t

x“0

“ psin 2t “ 2 sin t cos tq “
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“ sin t

„

sin2 x

2

x“t

x“0

´ cos t

„

x

2
´

sin 2x

4

x“t

x“0

“ psin 2t “ 2 sin t cos tq “

“ sin t

ˆ

sin2 t ` cos2 t

2

˙

´
t

2
cos t “
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“ sin t

„

sin2 x

2

x“t

x“0

´ cos t

„

x

2
´

sin 2x

4

x“t

x“0

“ psin 2t “ 2 sin t cos tq “

“ sin t

ˆ

sin2 t ` cos2 t

2

˙

´
t

2
cos t “

“
1

2

`

sin t ´ t cosptq
˘

pFaltningen är en funktion av tq
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Några räkneregler

f ‹ g “ g ‹ f pKommutativitetq

f ‹ pg1 ` g2q “ f ‹ g1 ` f ‹ g2 pDistr. lagq
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Några räkneregler

f ‹ g “ g ‹ f pKommutativitetq

f ‹ pg1 ` g2q “ f ‹ g1 ` f ‹ g2 pDistr. lagq

pf ‹ gq ‹ h “ f ‹ pg ‹ hq pAssoc. lagq

f ‹ δ “ δ ‹ f “ f pδ-funktionen fungerar som ”faltnings-etta”q

f ‹ 0 “ 0 ‹ f “ 0 pPrecis som för vanlig multiplikationq
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Avslutande exempel, Lekt 27

L̊at f ptq “ t2 och gptq “ t3 vara kausala.

pf ‹ gqptq “

t
ż

0

f pt ´ xqgpxq dx “

t
ż

0

pt ´ xq2 x3 dx “

t
ż

0

pt2 ´ 2tx ` x2q x3 dx “

t
ż

0

px3t2 ´ 2tx4 ` x5q dx “
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Avslutande exempel, Lekt 27

L̊at f ptq “ t2 och gptq “ t3 vara kausala.

pf ‹ gqptq “

t
ż

0

f pt ´ xqgpxq dx “

t
ż

0

pt ´ xq2 x3 dx “

t
ż

0

pt2 ´ 2tx ` x2q x3 dx “

t
ż

0

px3t2 ´ 2tx4 ` x5q dx “

„

x4t2

4
´

2tx5

5
`

x6

6

x“t

x“0

“

“
t6

4
´

2t6

5
`

t6

6
“

t6

60
, t P R`

Staffan Lundberg (LTU) Matematik III M0039M, Lp 3 2016 7 mars 2016 10 / 24



Alternativ: Faltningssatsen

L tf ‹ gu “ F psqG psq

F psq “
2

s3
, G psq “

3!

s4

F psqG psq “
12

s7
, L

´1rF psqG psqs “ pFörbered tabellq
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Alternativ: Faltningssatsen

L tf ‹ gu “ F psqG psq

F psq “
2

s3
, G psq “

3!

s4

F psqG psq “
12

s7
, L

´1rF psqG psqs “ pFörbered tabellq

“
12

6!
L

´1

„

6!

s7



“
1

60
t6 “ f ptq ‹ gptq.
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Struktur

1 Lektion 27: Faltning och Laplacetransformer

2 Lektion 28: Integralekvationer av Volterra-typ
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Integralekvationer av Volterra-typ

Faltningen brukar ofta användas som verktyg när man löser s.k.
integralekvationer. Dessa ekvationer har sitt ursprung i en artikel av V.
Volterra (1860-1940), italiensk matematiker. Volterras arbete finns
sammanfattat i boken ”Theory of functionals and of Integral and
Integro-Differential Equations”, publicerad 1930.

En linjär Volterra-ekvation av faltningstyp har utseendet

yptq “ f ptq `

t
ż

0

K pt ´ xqypxq dx , där K pt ´ xq kallas kärnan.

Staffan Lundberg (LTU) Matematik III M0039M, Lp 3 2016 7 mars 2016 13 / 24



Exempel

Lös integralekvationen

yptq “ t `

t
ż

0

ypxq sinpt ´ xq dx .
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Lösningsförslag

Vi sätter Y psq “ L typtqu.

yptq “ t ` yptq ‹ sinptq pUttryck ekv. i faltnings-termerq

Y “
1

s2
` Y ¨

1

s2 ` 1
pL-transf + faltningssatsenq
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Lösningsförslag

Vi sätter Y psq “ L typtqu.

yptq “ t ` yptq ‹ sinptq pUttryck ekv. i faltnings-termerq

Y “
1

s2
` Y ¨

1

s2 ` 1
pL-transf + faltningssatsenq

Y “
s2 ` 1

s4
“

1

s2
`

1

s4
pLös ut Y q

yptq “ t `
t3

6
pInverstransf., tabellq
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Avslutande exempel

Lös integro-differentialalekvationen

dy

dt
“ 1 ´ sin t ´

t
ż

0

ypxq dx , yp0q “ 0.
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Lösningsförslag

Vi sätter Y psq “ L typtqu.

y 1ptq “ 1 ´ sin t ´ 1 ‹ yptq pUttryck ekv. i faltnings-termerq

sY “
1

s
´

1

s2 ` 1
´

1

s
¨ Y pL-transf + faltningssatsenq
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Lösningsförslag

Vi sätter Y psq “ L typtqu.

y 1ptq “ 1 ´ sin t ´ 1 ‹ yptq pUttryck ekv. i faltnings-termerq

sY “
1

s
´

1

s2 ` 1
´

1

s
¨ Y pL-transf + faltningssatsenq

Y ¨
s2 ` 1

s
“

1

s
´

1

s2 ` 1

Y “
1

s2 ` 1
´

s

ps2 ` 1q2
pLös ut Y q

yptq “ sin t ´
t

2
sin t pInverstransf., tabellq
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Det var väl ungefär det hela. . .
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Egen övning

Betrakta vidst̊aende kausala funk-
tion. Bestäm ett funktionsuttryck
för f ptq samt funktionens Laplace-
transform.

t

f

50

2 4 6 8

SvarLtfu“
25

s2

´

e
´2s

´e
´4s

´2e
´7s

`e
´8s

¯
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Läs och lös p̊a egen hand

Lös
y2 ` 10y 1 ` 24y “ f ptq, yp0q “ 1, y 1p0q “ 0

med hjälp av faltningsmetoden. f ptq är en godtycklig kontinuerlig funktion.
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Lösningsförslag–tjuvkika inte

Sätt Lry s “ Y

Lry2 ` 10y 1 ` 24y s “ Lrf s

s2Y ´ s ` 10sY ´ 10 ` 24Y “ F psq pTabellq

Y ps2 ` 10s ` 24q “ F psq ` s ` 10

Y “
F psq

s2 ` 10s ` 24
`

s ` 10

s2 ` 10s ` 24

Y “

Förbered. för faltning
hkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkj

F psq ¨
1

s2 ` 10s ` 24
`

s ` 10

s2 ` 10s ` 24
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1

s2 ` 10s ` 24
Ñ ´

1

2
e´6t `

1

2
e´4t pPart.br̊akq

s ` 10

s2 ` 10s ` 24
Ñ ´2e´6t ` 3e´4t pPart.br̊akq

yptq “ L
´1rY s “ f ptq ˚

ˆ

´
1

2
e´6t `

1

2
e´4t

˙

´ 2e´6t ` 3e´4t pFaltn.satsq
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Extraövning

Bestäm pf ‹ gqptq, om f ptq “ sin t och gptq “ cos t.

Utför kalkylerna

med definitionen pf ‹ gqptq “

t
ż

0

f pxqgpt ´ xq dx

med faltningssatsen

Svar:
1

2
tsint
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Egen övning

Lös BV-problemet

y 1ptq `

t
ż

0

ypxq dx “ sin t, t P R`, yp0q “ 1.

Svar:yptq“
t
2sint`cost,tPR`
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