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Integraler–kort historik

Integralbegreppet är ett förnämligt verktyg för att kunna behandla och
lösa såväl geometriska som fysikaliska problem. Hur började det?

Följande områden förebådade differential- och integralkalkylen:
Beskrivning av kroppars rörelser,
Generella metoder för att bestämma kurvors
tangenter/extrempunkter,
Area- och volymberäkning.
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Integralkalkylen tillhör nog 1600-talets största matematiska bidrag.
Integralbegreppets upptäckare är Newton och Leibniz. Dessa
utvecklade, oberoende av varandra, allmänna metoder för
integralkalkylen.

Isaac Newton var först med att upptäcka att en area kunde
bestämmas genom ”antiderivering”:

dA
dx

= f (x).
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Newton utförde kalkylerna på
1660-talet men publicerade sina
resultat så sent som 1687 i mo-
numentalverket ”Principia Mat-
hematica”.
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Gottfried Wilhelm Leibniz disku-
terade i artikeln ”Nova methodus
pro maximis et minimis. . . ”, pub-
licerad 1684, begreppet ”calcu-

lus integralis”:
∫

y dx, som ”en

summa av oändligt små ele-
ment”.
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Leibniz insåg även sambandet derivata / integral. Det är Leibniz som

är skaparen av integraltecknet
ż

.
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Guillaume de l’Hospitals ”Analy-
se des Infiniment Petits” (tryckår
1696) är den första läroboken i
differentialkalkyl.
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Ungefär hundra år senare frigjorde sig analysen från geometrin. En
av de bidragande orsakerna var fransmannen och arbetsnarkomanen
(789 vetenskapliga uppsatser. . . ) Louis Cauchys exakta
integraldefinition från 1829:

x∫
x0

f (x) dx = lim
n→∞

n−1∑
i=0

f (xi)(xi+1 − xi)

Gauss-studenten Bernhard Riemann gjorde i mitten på 1800-talet en
generalisering av Cauchys integralbegrepp.
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Sambandet derivata-integral

Antag att

f (x) = kx + m, x ≥ 0.

Bestäm arean av det färgade
området som funktion av x. Finns
något samband mellan denna
area och f (x)?

x

y

f(x)=kx+m

A(x)

x
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I tidigare kurser har vi, utgående från funktionen f (x), bestämt dess
derivata f ′(x) med diverse metoder.

Exempel Antag att vi känner ett uttryck för den sträcka s(t) som en
kropp tillryggalägger. Då får vi kroppens fart v(t) genom att derivera
s(t), dvs. v(t) = s′(t).
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Primitiv funktion

Antag att vi, utgående från ovanstående exempel, känner farten. Hur
bestämmer vi då vägsträckan? Frågeställningar av denna typ utgör
kärnan i detta avsnitt. Vi definierar:

Funktionen F(x) är en primitiv funktion till funktionen f (x) om

F′(x) = f (x) .

Om funktionen F(x) är en primitiv funktion till funktionen f (x) så
betecknar F(x) + C, där C är en godtycklig (reell) konstant, samtliga
primitiva funktioner till f (x).
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Räkneregler

∫
(Af (x) + Bg(x)) dx =

= A
∫

f (x) dx + B
∫

g(x) dx, (1)∫
f ′(x)
f (x)

dx = ln|f (x)|+ C (2)∫
f (x) · f ′(x) dx =

f 2(x)
2

+ C (3)
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Elementära primitiva funktioner

Följande tabell är en sammanställning av de primitiva funktioner som
vi direkt erhåller ur de elementära derivatorna.∫

xa dx =
xa+1

a + 1
+ C (a 6= −1) (1)∫

1
x

dx = ln|x|+ C (2)∫
e x dx = e x + C (3)∫
ax dx =

ax

ln a
+ C (4)∫

sin x dx = − cos x + C (5)
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∫
cos x dx = sin x + C (6)∫
tan x dx = − ln|cos x|+ C (7)∫

1
cos2 x

dx = tan x + C (8)∫
1√

a2 − x2
dx = arcsin

x
a
+ C (9)
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∫
1

a2 + x2 dx =
1
a

arctan
x
a
+ C (10)∫

u′(x)
u(x)

dx = ln|u(x)|+ C (11)

Tips: Jag rekommenderar att Du lär Dig dessa primitiva funktioner.
Ladda hem ”Nyttiga samband” från Fronter.
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Exempel

Sök samtliga primitiva funktioner till funktionerna:
f (x) = 4 x3 + sin x,
f (x) = cos(k · π x),

f (x) =
1

1 + x2 .
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Avslutande exempel

Bestäm en primitiv funktion till g(x) = sin2 x.
Funktionen f (x) har minimivärdet 2. Dess derivata är
f ′(x) = x2 − 2x− 3. Bestäm f (x).
F(x) är en primitiv funktion till

f (x) = (x + 3)2.

Dessutom är F(0) = 10. Bestäm F(x).
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