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Integralkalkyl - Forelasning 3

Bestam

/ sin® x dx.

/ezx\/l + e dx.
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Integraler av rationella funktioner

Vi skall nu betrakta integrander av typen

_ Pk
™) =56

dar P(x) och Q(x) ar polynom. Vi skall arbeta oss igenom féljande
flddesschema. Det bestar av féljande huvudkomponenter:

m Polynomdivision i férekommande fall,

m Faktorisering av namnaren samt partialoraksansats,

m Integrering.
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Flodesschema

START

Grad(T)<
Grad(N)?

Polynomdivision.
Ger Polynom + Rest,
dér Resttermen &r
OK.

Faktorisera
namnaren
ireella férsta- och
andragradsfaktorer.

Partialbraksansats.

Koefficientberékning.
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Polynomdivision

For att berékningen skall vara meningsfull, kravs att taljarens gradtal
ar lagre an ndmnarens gradtal. Om inte, maste en division utféras:

fx) =K(x) + 28 , dar grad (R) < grad (Q),

och déar kvoten K(x) ar ett polynom.
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Berdkna
x4+ 3x2
—dx
14+ x2



Rationella funktioner och partialbrak

Varje rationell funktion

dar P(x) och Q(x) ar polynom, med grad(P) < grad (Q), kan skrivas
som en summa av partialbrak.

Anm Beviset ligger utanfér denna kurs. Brukar berdras i mer
avancerade kurser.
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Anmarkning

En summa av delbrak kan, som vi kanner till, skrivas som ett brak:

2x 3 2x(x +2) +3(x*+ 1) 5x24+4x+3

Prl x42 . @ he+2) @A DGa+2)

Vad partialbraksuppdelning handlar om, ar att géra det motsatta:
m Att skriva braket som en summa av enklare delbrak, vars
namnare &r bestar av reella férsta- och andragradsfaktorer.

m Andragradsfaktorerna ar irreducibla.
Anm Har férekommer ofta kvadratkomplettering nar man
integrerar.
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Namnarens faktorisering ger upphov till féljande partialbrak:

| Faktor i ndmnaren | Ger upphov till partialbraken |

A
X—d
X—d
] 7 A
(x—a) ;7@7“)/{
A B
X2 bx+c ZL
x>+ bx+c
- Akx—|—Bk
2 b n
(X+X+C) ;(x2+bx+c)k

Staffan Lundberg / Ove Edlund MO0043M H14 9/ 26



Exempel Bestam
/ X2 +6x+13
(x2—1)(x—3)



Losningsforslag

Gradtalskontroll visar att vi direkt kan ga till att faktorisera ndmnaren:

X2 4 6x+13 X2+ 6x+ 13

2-1D(x—-3) (x—-Dx+D(x-23)
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Ansats

Vi gor ansats for partialbrak enligt tabellen:

XH6x+13 A .. B . C
x—Dx+1)x-3) x—1 x+1 x-3

Dérefter gor vi omskrivning p4 gemensam néamnare:

x>+ 6x+13 _
(x—D(x+1)(x—3)
Alx+ 1)(x—3) B(x—1)(x—13) C(x*—1)

= DE+HDE=3) c-DE+DE-3)  @x—-DE+1D(x-3)
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Identifiering—balansekvation

Identifiering av koefficienter i téljarna i bagge led:

O] A+ B + C = 1
@ —-2A — 4B = 6
® -34 + 3B — C = 13

Detta ekvationssystem har Iésningarna A = —5, B=1, C = 5 (Kolla
pa egen hand).
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Vi far slutligen:

246 13
/(x—l—x+ dr —

X2 —1)(x—3)

—/—5+1+5 dx =
o x—1 x+1 x-—3 o

(Partialbraken ger enkla kalkyler)
=—Shnjx—1|+Inx+1|/+5njx-3|+C
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Alternativ: Handpalaggning

For rationella funktioner vars namnare enbart har
reella forstagradsfaktorer, kan konstanterna A, B, C bestdmmas med
en snabbare metod, kallad handpalaggningsmetoden.

X+ox+13 A LB . C
x—Dx+1)x—-3) x—1 x+1 x-3

Vi bestdmmer A genom att i vanstra ledet téacka dver faktorn (x — 1)
(som hor till delbraket med A som téljare), satta in x = 1 i 6vriga
faktorer i vanstra ledets tgl(j)are och namnare i vanstra ledet, och
T3 - 5.

Bestam som nyttig 6vning konstanterna B och C med
handpalaggning.

rakna ihop. Vifar A =
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Exempel

Partialbraksuppdela den rationella funktionen

¥ 4x+1
x(x=1)(x—2)(x—=3)

(e=v)9 | (t=¥z _ (=% , ¥9 .
Tt - e g s
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Avslutande exempel

Bestam
COS X
- - dx
/ sinx(sinx — 1)

u=sinx = du=cosxdx

Det ar viktigt att du pa egen hand laser (och léser)
nasta exempel. Fraga mig eller ndgon annan
om du inte riktigt hanger med i resonemanget.
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Berakna

1
- dx.
/x3+2x2+2x



Losningsforslag—Tjuvkika inte

Gradtalskontroll: OK. Efter faktorisering innehaller namnaren en
forstagradsfaktor och en irreducibel andragradsfaktor. Vi ansatter

1 A Bx+C

x(x2 4 2x+2) x+x2—|—2x—|—2'
Omskrivning p4 gemensam namnare:

1 A, BrtC

BH224+2x x xX24+2x+2

AP +2x+2)+x(Bx+C)

N X3+ 222+ 2x
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Identifiering av koefficienter i téljarna i bagge led:

® A + B = 0
@ 24 + C =0 (1)
® 24 = 1

Ekvationssystemet (1) har I6sningarnaA =1/2,B = —-1/2, C = —1.
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Vi far

1 12 —x/2-1
= (L T Y =
/x3+2x2+2x " /(x +(x+1)2+1) dx

_1/1d 1/ x J / 1 y
2/ x 2) rip+1 ™ t+2+1 ™

I

Partialbraksintegralen bestar av termer som vi férhoppningsvis kan
bemastra. Vi utfér nu férenklingar pa 1;.
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Integralen I,

/ —*  _ax= (Variabelbyte)

(x+1)24+1
u:x—|—1 5 x:u_l
du = dx

1 1
= [ g [ = 324 arcianu =

1
Eln((x—i— 1)> 4 1) — arctan(x + 1).
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/;dx_
42242

1 1 1
= §1n|x| — Zln((x-l- ?+1) - Earctan(x+ 1)+ C.



Bestam

[t

2+ (1= xN) uepme g eag



Fakta: Om faktorisering och partialbraksansatser

Ifrdn den komplexa analysen hamtar vi en klassisk sats:

Ett godtyckligt polynom med reella koefficienter kan uppdelas i
reella férstagrads- och andragradsfaktorer. Observera att
andragradsfaktorerna saknar reella rotter. (Gauss, 1799)

Lagg marke till att vi nu arbetar med rationella uttryck, dar taljarens
gradtal ar lagre &n namnarens gradtal.
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Faktoruppdelning av namnaren

P(x)

Namnaren i —— har efter faktoriseringen féljande utseende:

Q(x)

Q(x):C(x*al)m-(xfaz)”...
"‘(x2+b1x+cl)p'(x2+b2x+c2)’--- ’

Gar ej att ytterligare reducera

dér ay,a, ... ar (de reella) rétterna till Q(x).
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