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Integralkalkyl, forelasning 6

m Bestam
/ V9 — x2
s—dx
X
Anvand substitutionen x = 3 sin # samt utnyttja
) 1
cot 9 - 72 - 1
sin” 6
d
— (cotf) = ———
dx ( ) sin 0
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Areaproblemet

Under Forelasning 1 ndmnde vi att bl. a. area- och volymberakning
forebadade differential- och integralkalkylen.

Vi berérde ocksa Newtons banbrytande upptéckt att en area kunde
bestdmmas genom “antiderivering”.

Exempel Bestdm arean av det omrade som begrénsas av

funktionskurvan
y=x243

x-axeln samt linjerna x = 0 respektive x = 4.
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Steg 1

Vi delar in intervallet i ett &ndligt antal delar (som inte behéver vara
lika stora, men av bekvamlighetsskal gor vi sa - har valjer vi 12 lika
stora delar) (denna indelning kallas partitionen P).

Dérefter bildar vi delrektanglar med basen Ax = 1/3 och héjden i
varje delrektangel valjs som funktionsvéardet i delintervallens
vanstra andpunkt.
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Vi approximerar darefter den
sokta arean med totala summan
av vara atta rektangelareor. Den-
na summa kallas undersumma
och betecknas L(f, P).

Den sammanlagda rektangelarean blir ungefér 30.7 areaenheter.



Steg 2

Nu upprepar vi proceduren. Den-
na gang bildar vi delrektang-
lar med basen dér hoéjden i
varje delrektangel valjs som
funktionsvardet i delintervallens
hdgra andpunkt.

1 2 3 4
x

Vi approximerar darefter den sokta arean med totala summan av vara
atta rektangelareor. Denna summa kallas éversumma och betecknas
U(f, P). Den sammanlagda rektangelarean blir ungefar 36.07
areaenheter. Vi konstaterar:

L(f,P) < sbktarea < U(f,P).
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Steg 3

Nu upprepar vi proceduren, men med fler delningspunkter. Vi valjer
en partition som delar intervallet i 128 delintervall. Basen i varje
delrektangel forkortas darmed. | Ovrigt féreligger inga skillnader
jamfért med Steg 1 och 2.

Staffan Lundberg / Ove Edlund M0043M H14 7/22



Vi noterar att delrektanglarna allt battre ansluter sig till den sokta
arean. Undersumman blir ungefar 33.08, medan éversumman blir
approximativt 33.58 areaenheter.

Sa fortsatter proceduren. Nar antalet delrektanglar gar mot
oandligheten (dvs. nar langden av en delrektangels bas, Ax, narmar
sig noll), kan vi géra féljande definition:
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Definition

Antag att funktionen f(x) ar definierad i intervallet « < x < b. Gbr en
indelning av [a, b] i ett &ndligt antal delningspunkter

PZ{X0<X1<"'X,1} s

dar xy = a och x, = b. Valj punkter /; och u; i varje delintervall, och
bilda Riemann(under)summan

L, P) =D () A
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Bilda sedan Riemann(éver)summan

U(f.P) =) flu) Axi

i=1

Lat n — oo. Om Riemannsummorna konvergerar mot ett gemensamt
gransvarde I, kallas detta gransvarde integralen av f mellan a och b:
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Viktigt gransvarde

Tim ;f(li) Ay = lim ;f(ui) Ax; =
b

:I:/f(x)dx

a

Anm Exakta areavardet i vart exempel ar 100/3 =~ 33.33.
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Exempel

Anvand trappfunktionerna” i
nedanstaende figur for att visa
att

o
N
os}
IN
_\M
><\~
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Rakneregler

Antag att f och g ar integrerbara 6ver [a, b]. D& géller

b
[t + ety ax -
’ b b

4 [rear+ B [ gloa

/bf(X)de/cf(X)dX+]f(X)dx
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Rakneregler, forts

b b
- / Foydr< [ g dr, 3)
ba ba
£ dx| < [ 17(x)] dx (4)
; °,
fo)dr=— [ f(x)dx (5)
freow=-]
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Integralkalkylens medelvardessats (IMVS)

Vi kénner nog till att det aritmetiska medelvardet A av » positiva tal
ai,...,a, kan skrivas

a+...+ay,
n

A=

Antag att vi har en godtycklig kontinuerlig funktion f pa ett slutet
intervall [a, b]. Vi delar in [a, b] i n lika stora delintervall av langd
Ax = (b—a)/n.
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Lat oss berdkna funktionsvardet f(x;) i varje delintervall. Medelvardet
av dessa funktionsvarden ar

FO) 4 f )
n
Riemannsumma for f pa [a, b]
—_——

n

Zf(xk) Ax

Om vi later antalet delintervall ga mot oandligheten, konvergerar
detta medelvarde mot en integral.
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Definition

Antag att f(x) ar kontinuerlig pa
[a,b]. D& existerar en punkt c,
a < ¢ < b, s&dan att

b
/ () dx = (b — a)f(c)

Talet f(c) betecknas ofta f och
kallas medelvérdet av f pa [a, b].
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Anmarkning

En fysikalisk tolkning av satsen: Anta att ett foremal rér sig med
(icke-negativa) farten v(¢) under tidsintervallet a« < ¢ < b. Den
b

tillryggalagda strackan &r / v(t) de.

Medelvardessatsen sager: Den tillryggalagda strackan under
tidsintervallet a < ¢ < b ar lika med medelfarten ganger tiden.

/bv(t)dt:v~(b—a).
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Bestdm medelvardet av f(x) = 2x pa intervallet [1, 5].

y
A
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=]

S = N W Bk LN D 0O

012345 X



Berakna
n+1

lim /(1 + f)’dt
n—oo t
n



Losningsforslag

lim [ (1+ i;)’dt = (IMVS)

= lim(l—l—{)cz n<e<n+1)

c—00 C

=¢* (Standardgransvérde 3.11 (e))
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Lés pa egen hand

Bestam medelvardet av

f(x) = e +cosx paintervallet [—7/2,0].

o u? s L/Tiens
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