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Integralkalkyl, forelasning 7

Bestdm den eller de punkter pa

intervallet 7 : 0 < x < 1 i vilka

f(x) = 2x(1 —x) ar lika med funk-
tionens medelvarde pa I.
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Riemanns och Newtons integraler

Vi ska i denna lektion beréra sambandet mellan Riemann- och
Newtonintegralen.

Vi observerar att dessa tva integraler har sitt ursprung i tva skilda
forhallningssatt.

Riemannintegralen ger alltid ett tal som resultat. Talet tolkas som en
area.

Newtonintegralen daremot, ger primitiva funktioner som resultat.

Det innebar att Riemanninte-
gralen &r geometrisk, medan
Newtonintegralen ar algebraisk.
Trots dessa grundlaggande skill-
nader, rader ett intimt samband
mellan de tva integralbegreppen.
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Analysens huvudsats—Kopplingen mellan derivata och
integral

Denna viktiga rakneregel — vars ursprung finns i Newtons
antiderivering — ger ett samband mellan derivata och integral.

Nu slipper vi anvédnda Riemannsummor, utan réknearbetet férenklas
hégst avsevart.

Antag att funktionen f(x) &ar kontinuerlig i intervallet a < x < b och att
funktionen F ar en primitiv funktion till funktionen f, dvs F’'(x) = f(x).
Da galler
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Satsen sager att den sokta integralens varde bestdms genom att
m Bestdmma en primitiv funktion F(x),

m Berdkna den primitiva funktionens varden i
intervallandpunkterna,

m Berdkna differensen mellan dessa funktionsvarden.
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Definition av areafunktion

Antag att f(x) > 0.

Vi definierar areafunktionen
Aw= [ o xza ()

som motsvaras av det skuggade
omradet i figuren.

a

Pa ett intuitivt satt skall vi nu beskriva sambandet mellan
areafunktionen A(x) och kurvfunktionen f(x).

Staffan Lundberg / Ove Edlund MO0043M H14 6/ 21



Vi skall visa att A ar en primitiv funktion till 7, dvs A’(x) = f(x).

Derivatans definition:

A (x) = 51_% Alx+ h})l —A(x) _
| x+h
= [ra @)




Rakneruta

IMVS pa (2) gor att vi kan ersétta taljaren enligt

Markerad area

—_—
Ax+h) —Alx)  flo) - (x+h—x)

dar ¢ ligger mellan x och x + h.
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Lat # — 0, vilket medfér att ¢ — x. Eftersom f &r kontinuerlig, innebar
detta att f(c) — f(x). Alltsd &r areafunktionen A(x) deriverbar med

A (x) = %i_I)%A(x—i-h})l —A(x) )

dvs. A(x) ar en primitiv funktion till f(x).
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Beréklna
2
3
» /(2x+6x4+5)dx, » /x Tl
0 1 *
/2 5
[ ] /cosxdx, [ | /\/x—ldx.
0 1



Bestamda integraler och variabelbyte

Antag att f(g(x)) - g’(x) &r kontinuerlig p& [a, b]. L&t F vara en primitiv
funktion till £. D& ar

b g(b)
/ S(e0) /) dx = / £(u) du
a g(a)

Anm: Observera att vi inte gor tillbakabyte till den ursprungliga
variabeln x. Vi far nya grénser nér vi byter integrationsvariabel. "Bytt
ar bytt” nar det galler bestamda integraler.
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Exempel

Berdkna arean A av en cirkel
med radien R.

Cirkelns ekvation (med origo i cirkelns centrum):

24y =R
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Losningsforslag

Av symmetriskal galler att den sokta arean ar
4 ganger arean av den markerade cirkelsektorn. Detta kan uttryckas
som

R

A :4/\/R2 — x2dx.
0
Vi betraktar intervallet 0 < 6 < 7/2 och satter

x = Rsin6,
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R
/\/RZ—xzdx:
0

x=Rsinf, dx = Rcosfdb
0—0,R—7/2

w/2 /2
= / Rcosf@Rcosfdb = / R?*cos® 0 db
0 0
Har maste vi modifiera integranden med hjélp av en ofta anvand

trigonometrisk omskrivning, dar "cos-kvadraten” omvandlas till "cos
for dubbla vinkeln” . Fullborda exemplet som nyttig 6vning.
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Exempel

R
P
Bestam
1
/ V4 —x2dx
0
med ett arearesonemang.

o Q

Vi noterar att den sokta arean indelas i tva delareor:
m Cirkelsektor ORP, radie OR = 2, vinkel O = 7/6.
m Ratvinklig triangel OPQ.
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Losningsforslag

m Sektor ORP, area=
2arcsin(1/2) -2 w

2 3
. 1-3
m Triangel OPQ, area= 2\[.
[ ] Totalarea=§ + ? =
21433
—
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Variabelbytet x = 2sin¢

R
Berakna
1
/ V4 —x2dx
0
med hjalp av rubricerat variabel-
byte.
Nu behdvs ingen uppdelning av
omradet ORPQ. o
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Hjalptriangel

V4 — x? tolkas som en av kate-
terna i en "hjalptriangel”.

2
sinf =x/2, dx=2cosfdf ‘I
V4 —x2=2cosf

4 — a2

/6

1
/\/4—x2dx:/20050~20050d0 (osv...)
0

0
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Berakna integralen

[
— ueAg
1



Lds integralen
1/2

/ cos(mx) - 2™ dy,
0

a

(1= ) = s



Lés pa egen hand

Bestam medelvardet av

f(x) =e* +cosx paintervallet [-7/2,0]. (Svar:2/x-e™/?)
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