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Integralkalkyl, FOrelasning 9

Betrakta rata linjen y = kx + m, a < x < b.
m Anvand avstandsformeln for att bestdmma linjesegmentets
langd.
m Verifiera denna langd med baglangdsintegralen.
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Tillampningar:Berakning av volymer

Vi later Q beteckna en kropp i rummet, med egenskapen att arean av
ett godtyckligt plant snitt vinkelratt mot en viss linje ar en kontinuerlig
funktion av snittets lage.

Vi vaéljer x-axeln till denna lin- :
je och betecknar snittarean med )
A(x). Vi antar vidare att kroppen U QZL

ar beldgen mellan planen x = a
och x = b.
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Lat oss betrakta ett litet volymselement AV; genom att snitta kroppen
sa att en planparallell skiva med bredd Ax; uppkommer. | intervallet
[xi—1,x;] valjer vi en punkt c;.

Skivans volym kan da approxi-
meras med en “cylindervolym”:

AV, = A(ci)Ax,-
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Vi adderar dessa bidrag for att fa ett ndrmevarde till volymen:
V= ZA(C,‘)AX,’ 5
i=1

vilket &r en Riemannsumma fér integralen

V—/bA(x)dx
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Skivformeln

Volymen V(Q) av en kropp Q2 mellan x = a och x = b med
tvarsnittsarea A(x) kan skrivas

b
V(Q) = /A(x)dx
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Anmarkning

Skivformelns huvudproblem &r att bestimma areafunktionen A(x).
Detta ar i allmé@nhet ingen trivial uppagift.

Vi skall i denna kurs betrakta ett viktigt specialfall.
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Rotationsvolymer

y=fx)
Antag att omradet, begransat av

funktionskurvan y = f(x), x-axeln

samt linjerna x = a och x = b

roterar kring x-axeln.



Cirkulart tvarsnitt

Tvarsnittet &r cirkulart med arean
A(x) = nf*(x), (= ggr radien i kvadrat)

och rotationskroppens volym ar

V:jA(x)dx:jﬂfz(x)dx.
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Exempel

Bestdm volymen av ett klot med
radie a, genom att lata kurvan

y=vVa*—-x*,—-a<x<a,

rotera kring x-axeln.




Exempel

Vid rotation av kurvan
y=x*,1<x<2,

kring x-axeln uppkommer en rotationskropp. Bestdm dess volym.

Staffan Lundberg / Ove Edlund MO0043M H14 11/ 24



Rotation kring y-axeln

Exempel

Bestdm volymen av den rota-
tionskropp som uppkommer da
omradet, begransat av kurvan

2

= 41
y 5+,

y-axeln samt linjerna y = 1 och
y = 6 roterar kring y-axeln.
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Losningsforslag

Vi betraktar figuren och inser att
snittytan ar cirkular med arean

71')62.
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Volymen av rotationskroppen blir med skivformeln

6
V= /7rx2 dy.
1

Vi maste uttrycka x som funktion av y. Detta ger

6
V:/7r-5(y—1) dy=...=125/2 7.
1 2
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Berakning av volymer:Cylindriska ror

Ibland maste man anvanda andra volymselement &n cylindriska

skivor.

Beradkna volymen av den ro-
tationskropp som uppstar da
omradet, begransat av kurvan
y = x*/5 + 1, x-axeln och linjer-
na x = 0 och x = 5 roterar kring
y-axeln.
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Rorelement

Vi betraktar rotationskroppen, ef-
ter att ha gjort en indelning i "tun-
na” segment. 2]

i

4 -2 0 2
X

Lat det markerade segmentet rotera kring y-axeln. D& uppkommer ett
tunt cylindriskt rér vars matt vi approximativt kan séatta till féljande:
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Rorelementets volym

m radie x,
m tjocklek dx,
m hojd y.

Om vi "béjer ut” réret, kan vi en-
kelt bestdmma rérets volym dVv.

dV =2mxdx - y.
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Rorformeln

och rotationskroppens volym ar

5 5
V:/dV:/27rx~ydx
0 0

Den sokta volymen blir (med y = x*/5 + 1):

5 5
2
V:/wa-ydx=/27rx~(%+l)dx.
0 0
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Avslutande exempel

Det skuggade omradet (se fi-
gur), begransat av x-axeln, linjen

x = m/2 och kurvan y = sin’x,
bringas i rotation kring y-axeln.
Berdkna volymen av den upp-
komna rotationskroppen.

X

Det ar viktigt att du pa egen hand laser
(och léser) de tva foljande exemplen. Exemplen
visar pa nyttiga strategier i raknearbetet.
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Rékna pa egen hand

Berdkna volymen V av den ro-
tationskropp som uppstar da
omradet, begrénsat av kurvan
y =x%e~*, positiva x-axeln samt
linjen x = X roterar runt y-axeln.

Berakna dven lim V.
— 00

vedses | ——C % 7 e
x=’ (1+2%)



Las och I6s pa egen hand

Betrakta omradet R begrénsat av
kurvorna y = x och y = x2.
Berakna volymen V av den resul- y=x y=x"2
terande kroppen nar omradet R
roteras kring y-axeln.

7] dy
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Losningsforslag—tjuvkika inte

Areaelementet A(y) ar en ihalig

cirkelskiva:
A) = 7(v/5) =™
Volymselementet dV = A(y) dy.
_ " Ady
1
V= W/(y—y2)dy: ... (Svarm/e.)

0
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Extradvning

Berakna volymen av den kropp
som uppstar da omradet be-
gransat av y = 4/x och linjerna
y = 1, x = 4 roteras kring y = 1.
(Svar 7/67)

Staffan Lundberg / Ove Edlund

N
. N

M0043M H14

23/ 24

o — |



Losningsforslag—tjuvkika inte

Skivformeln.

V:/dV:

Volymelementet dV = m(v/x — 1)*dx = 7(x + 1 — 2/x) dx
4

:/w(erle\/)»c)dx:...:W

1

63 — 56
6
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