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Vektorer

Vektorer ar ett mycket viktigt och anvandbart verktyg for att kunna
beskriva sammanhang som innehaller riktade storheter, t.ex. kraft och
hastighet.

Vektoriella storheter skiljer sig pa B
ett fundamentalt satt fran skaléra

genom att de férutom storlek v

ocksa har riktning. A
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Definition

m En vektor v ar mangden av riktade strackor, som har egenskapen
att tva riktade stréackor AB och CD bada tillhér v om och endast
om de kan Overféras till varandra genom parallellférflyttning.

m Man tar alltsd ingen hansyn till var de tva vektorerna befinner sig
nar man gor denna jamforelse.

m Varje riktad stracka i mangden utgér en representant for vektorn.
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Terminologi

Riktad stricka AB eller AB.

Fotpunkt, spets | uttrycket AB sgs A vara dess fotpunkt och B dess
spets.

Nollvektor Om A = B i vektordefinitionen sa far vi nollvektorn 0.

Langd Med langden av en vektor menas langden av en av
dess representanter. Langden betecknas |v| eller ||v||.
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Rakneoperationer for vektorer

Tva grundlaggande operationer:
m Addition,
m Multiplikation med skalar.

/
!
!
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Subtraktion

Vektorer kan subtraheras:

u—v=u+(-1)-v
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Enhetsvektor

m En vektor e med egenskapen |e| = 1 kallas en enhetsvektor.

m Att normera en vektor v gérs genom att dividera med vektorns

langd:
" \%
e=vV=—
vl
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Exempel

Lat 0, A, B vara tre punkter i rum-

met. Antag vidare att OA = u och

OB = v. Om M ar mittpunkten pa
- — 1

AB sa géller att OM = E(u +v).

Visa det
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Basbegreppet

Ett koordinatsystem i planet
bestar av en punkt O och en bas
{e.,e,}. Vi skall gbra en intuitiv
beskrivning av det mycket viktiga
basbegreppet.
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Plana fallet L&t e,,e, vara tva
icke-parallella
vektorer i planet.

D& kan varje vektor v i planet skrivas

V=V,+V,=xe +ye ,x,yER
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3-dim. fallet

3-dim. fallet Lat e,,e,, e vara tre vektorer som inte ligger i ett plan.
Da kan varje vektor v i rummet skrivas

V:xex+yey+zez 1x)y?Z€R
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Bas, koordinater

Planet Tva icke-parallella vektorer e,, e, utgdr en bas for
vektorerna i planet. | uttrycket v = xe, + ye, ar B}

koordinaterna fér vektorn v m. a. p. basen {e,, e, }.
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Rummet Tre vektorer e,, ey, e., som inte ligger i samma plan,
utgdr en bas for vektorerna i rummet. | uttrycket
X
v=uxe,+ye,+ze ar | y [ koordinaterna f6r vektorn v
4
m. a. p. basen {e,, e, e }.
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Annorlunda uttryckt

m Basen {e,,e,} i planet bestar av tva icke-parallella vektorer.
Dessa vektorer &r linjart oberoende.

m En godtycklig vektor v i planet kan skrivas v = xe, + ye,.

m Basen {e,, e, e;} i rummet bestar av tre vektorer som inte ligger i
samma plan. Dessa vektorer &r linjart oberoende.

m En godtycklig vektor v i rummet kan skrivas v =xe, + ye, + ze, .

Uttryck av typen x e, + ye, kallas en linjarkombination av e, resp. e,.
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Anmarkning

Basen &r ortogonal om basvektorerna &r inbdrdes ortogonala. Ar
dessutom basvektorernas langder lika med 1, har vi en
ortonormerad bas eller en ON-bas.

Néar en ON-bas {e,,e,} &r definierad, férenklas beteckningarna och
kalkylerna avsevart. Man skriver normalt v = xe, + ye, pa den kortare

formenv = {x]
y
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Exempel

Antag att u = [Zl] ochv = Rl] (m.a.p. en ON-bas.) Vi far:
2 2

HBu+t+v= [”1+v1].

U + vy

[l‘u1:|
Hu= .
tuy
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Koordinater

Vi betraktar ett ratvinkligt koordi-
natsystem i planet. Antag att vek-
torn u = AP har sin fotpunkt i
punkten A : (a,b) och sin spets
i punkten P : (p, q).
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y . P:(p.0)
Da gaéller att vektorn AP har ko- /
ordinaterna

A:(a,b)

AP =u = {p B “} _ Q(pagh)
q—>b

Langden av vektorn AP blir med Pythagoras sats

4P| = Jul = /(p— a)* + (g — b)?
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Anmarkning

Vi noterar att vektorn AP &r ek-
vivalent med ortsvektorn r =
0Q, som har fotpunkt i origo och
spets i punkten Q.
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Exempel

. 1 4
Latu = {2] ochv= {3}

m Berédkna 2u + 3v.
m Berékna |v|.
m Bestadm en enhetsvektor med samma riktning som v.

m Betrakta punkterna P : (1,2) och Q : (4,3). Bestdm avstandet
mellan P och Q.
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Exempel

Betrakta triangeln ABC. Antag att
. S D
2AP = PC samt att CQ = I CB.

Bestam koordinaterna till vek-
torn PQ med avseende pa basen
{AB,AC}. A
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Avslutande exempel

| nedanstaende figur &r a, b resp.

¢,d tva baser i planet.

Vilka koordinater har ¢
respektive d med avseende
pa basen a,b?

Bestam koordinaterna for
vektorn u med avseende pa
basen ¢, d.
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Las och I6s pa egen hand

Lat ABCD vara en oregelbunden fyrhérning i planet. Om A valjs som
origo och vektorerna AB och AD valjs till basvektorer far C
koordinaterna (2, 3), dvs. AC = 2AB + 3 AD. Vilka koordinater far A
om C valjs till origo och vektorerna CB och CD valjs till basvektorer?

C
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Losningsforslag—tjuvkika inte
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Ur férutsattningarna far vi:
AC = 2AB + 3AD
BC = AB + 3AD
AD = AC + CD
Detta ger att
AC = 2(BC — 3(AC + CD)) + 3(AC + CD).

Forenkling ger

AC = 2BC — 6AC — 6CD + 3AC + 3CD.
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Vi léser ut AC:

4AC = 2BC —3CD

dvs
ac-'pc 3o
T2 4
Slutligen far vi:
l— 3__
CA=-CB+ ZCD,

dvs. koordinaterna fér punkten A ar (

) med avseende pd basen
(CB,CD).

Bl

9

(STl
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Las och I6s pa egen hand

Uttryck en godtycklig enhetsvek-
tor u i tva olika ON-baser. ON-
basen {vi,v,} ar vriden vinkeln
«a i forhallande till ON-basen
{e1,e,}. Enhetsvektorn u bildar
vinkeln 8 med basvektorn v;.
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Losningsforslag—tjuvkika inte

€2
v u
M.a.p. ON-basen {v;,v,} galler
u=cosfvy+sinfvy . (1) Vi
B
o
el
M.a.p. ON-basen {e, e, } galler
u=cos(a+ f)e; +sin(a+B)ey . (2)
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Vi skriver ett samband mellan de bagge baserna:

v =cosae; +sinae;
vV, = —sinae; +cosae . (3)

Vi satter in (3) i (1) och far

u=
=cos 3 (cosae; +sinaey)+
+sinf(—sinae; +cosae;) =  (Nasta sida)
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= (cosa cos § — sina sin 3) e+

+ (sinc cos 8 4 cosa sin 3) e,

Vi har med elementar vektorrakning fatt de (valkdnda?)
additionsformlerna, genom att vi identifierar slututtrycket med (2).

u=cos(a+3)e; +sin(a+5)e; =
= (cosa cos § — sin« sin 3) e+

+(sin v cos 3 + cos « sin ) e,
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