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Linjar Algebra, Forelasning 9

1. Bestdm A~ till matrisen

2. Matrisen

ar inverterbar. Avgor vilken av de féljande matriserna som ar A=
-4 0 11 -5 -2 9 -5 -1 9
B=1-10 4 C=1|-2 -1 4 D=|-1 1 4
9 4 —14 9 4 —-16 10 6 —16
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Determinanter

Begreppet determinant, som ar aldre an matrisbegreppet, har
anvants sedan 1600-talet, da Leibniz |6ste linjara ekvationssystem
med determinanter. Forst pa 1800-talet fick determinanten sitt
nuvarande utseende.

Till varje kvadratisk matris A ordnas ett tal, som kallas determinanten.
Vi inleder med att betrakta 2 x 2-matrisen

a a
A— 11 12
azr  dan
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2 x 2-matris

Determinanten for 2 x 2-matrisen
A, med beteckning det A eller |A|,
ar det tal som definieras enligt

a an

= dpidz — appdi- a'
azy an 1
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3 x 3-matris

Om A ar en 3 x 3-matris , definie-
ras det A som

aip ap a3
dz; a4z a3
asy asy dass
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Sarrus regel

apjaxpass + aaagz + azapa;—

— (asianaiz + anaznaxs + azanass) .
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Geometrisk tolkning

For parallellepipeden (’ladan”)
med kantvektorer u, v och w tol-
kas determinanten geometriskt
som volymen med tecken av pa-
rallellepipeden.

Vi uttrycker detta alternativt med
trippelprodukten

u-(VvxXw).
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Tva viktiga tillampningar

Determinantkalkylen har manga tillampningar. Har ndmner vi de
kanske viktigaste:

Determinanter och inverterbarhet Om det A # 0, sa har matrisen
invers.
Vi ndmnde denna egenskap under foregaende lektion.

Determinanter och egenvarden Ett viktigt problem ar att hitta de
egenvdrden X for vilkka A — Al ar singular.

Detta avgdrs med ekvationen det(A — Al) = 0. Vi dterkommer om
detta langre fram.
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Rakneregler

Vi skriver 3 x 3-matrisen A som en radmatris:
A=(a b ¢

Med detta skrivsatt presenterar vi nagra rakneregler fér determinanter
(tillhérande exempel ar uteslutande determinanter av ordn. 2):
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Linearitetsegenskap hos determinanten—mult. av
kolonn med 7 # 0

det(ra b c¢)=rdet(a b c¢), rreelttal,
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Linearitetsegenskap hos determinanten—uppdelning
langs kolonn

det(a+d b ¢)=
=det(a b c¢)+det(d b ¢),

9+6 -7

7+3 4
9 -7
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2 kolonner lika

det(a a c¢) =0,




Kolonnbyte
det(a b ¢)=—det(b a c),

4 2 |2 4
7 3|73 -7

Staffan Lundberg / Ove Edlund MO0043M H14 13/ 31



En kolonn=0

det(a 0 c¢) =0,




Enhetsmatrisen

detl = 1.




Viktigt hjalpmedel

det(a+tb b c¢)=det(a b ¢),

53
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Samma rakneregler fér kolonn som fér rad

det AT = detA.
4 2| |4 =7
-7 3] |2 3
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Multiplikationssatsen

det AB = det AdetB.

4 2 2
A= 2)e= (5

4 20| |4
4 —1| 1
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Konsekvens

Om A ar inverterbar med invers A~!, géller
1 =detl = detAA™" = detAdetA~",

dvs.
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Exempel

m Betrakta den triangulara matrisen

a ap as
A = 0 dzy dx3
0 0 ass

Berakna |A|. Slutsatser?
m Visa utan att berakna determinanten att

1 a b+c
1 b c+al=0.
1 ¢ a+b
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Exempel

Anvand rékneregler for att berdkna

N = WA
N = =
N oo A
N = W
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Losningsforslag

| enlighet med tidigare exempel ska vi férsoka dverfora determinanten
pa trappform. Da blir determinanten synnerligen enkel att bestimma.

pr—

6 1 4 7 11 4 7 112 7

3 4 4 3 0 4 4 3 0 1 4 1] wut w2
1181:018132(_2)04233+|
22 22 0 22 2 0 21 2 .
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-1 1 2 7
0o 1 4 1
0 0 —-14 -1
0o 0 -7 0
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Determinanter av hogre ordning

For determinanter av ordning 4 och hogre fungerar inte Sarrus regel.
Vi maste anvanda andra metoder.

For en godtycklig n x n-matris A, definieras submatrisen A; som den
(n —1)x (n— 1)-matris som man far genom att
stryka rad i och kolonn j i A.

Determinanten det A;; kallas subdeterminanten till A och betecknas
D;;. Kofaktorn eller det algebraiska komplementet Cy; till A definieras
som (—1)"* multiplicerat med underdeterminanten D;;.
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Exempel

Lat
A =

N A
[c BNV, I ]
O N W

Bestam kofaktorerna Cj, och Cs,.
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Losningsforslag

46
Cpp = (—1)'+2 ‘7 9‘:6 :
czz—(—l)z“-‘; 3‘=—12

Staffan Lundberg / Ove Edlund MO0043M H14 26/ 31



Laplace-utveckling

Antag att A = (a;) &r en nxn-matris. Determinanten till A kan
beréknas genom att utveckla efter rad i eller kolonn ;.

|Al=an-Ciy +an-Co+-+an-C;
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Exempel

Vi beraknar determinanten

Al =

~N B~ =
o0 L N
O O\ W

genom att exempelvis utveckla efter rad 1:

5 6 4 6
|A|_1-(+1)’8 9‘+2-(—1)‘7 9’+
4 5
+3-(+1)‘7 8‘_—3+12—9_0
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Vi provar att utveckla efter kolonn 2:

4 6 13
|A|_2-(—1)}7 9’+5-(+1)}7 9}+
+8- (1) b3 12 60+48=0

4 6| -
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Anmarkning

En god ide &r att ordna manga nollor i nagon rad eller kolonn och

darefter Laplace-utveckla:

I 5 0 2
2 1 1] =(utv. efterk_3)=0-(+1)‘3
3 -1 0

1 5 1 5
+1-(—1)’3 _1’+0'(+1)’2 1‘_16
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Avslutande exempel

m Berdkna
2 2 6 -3
4 0 2 -5
-3 1 2 5
6 0 3 1
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