MO0043M Integralkalkyl och Linjar Algebra,
H14,

Linjar Algebra, Forelasning 12

Staffan Lundberg / Ove Edlund

Lulea Tekniska Universitet

Staffan Lundberg / Ove Edlund MO0043M H14 1/25



Linjar Algebra, Forelasning 11

Lds ekvationssystemet

x+ y—2z=0
—2x—5y+ z=0

x+5y+2z=0
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Invers till kvadratiska system

Vi atervander till ett moment i Foérelasning L9, vilket vi flyktigt berorde.

Exempel Bestadm inversen till matrisen

A (504)

Vi ska l6sa problemet med hjalp av linjara ekvationssystem.
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Losningsforslag

Vi l6ser systemet Ax =y, dvs.

—5x1 +3x =y
26— x2=y

och far efter hand

Y1+ 3y =x
2y1 + 5y =x2
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Saledes ar

-6
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X

AAT! = <

Kontrollera sjalv A~'A.

Kontroll visar att

———
A-! y

-5 33\/1 3
2 —-1J\2 5
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Gauss-Jordans metod

Vi nyttjar f6ljande teknik for att [6sa uppgiften:
-5 3 1 0 r2+(2/5)rl
(A|)ﬁ<2 _101) /5
-5 3 1 0 52 -5 3|1 0
0 1/5(2/5 1 0 1|25
rl+(;§)r2 -5 0|-5 -—15
0 5

1| 2
(-5 (1 01 3 _
1) (0 0|1 5>H(|A1)

Staffan Lundberg / Ove Edlund MO0043M H14 6/ 25



Sats

Om den kvadratiska matrisen A ar inverterbar, sa har systemet
Ax = y exakt en Iésning for varje y. Denna lésning ges av

x=A"ly
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Matrisekvationer

En viktig tillAmpning p& matriskalkyl i allmanhet och matrisinvers i
synnerhet finner vi i de s.k. matrisekvationerna.

Har galler det att tillampa raknereglerna fér matrisinverser.
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Exempel

Los X ur matrisekvationen

-1
AXB = C —2XB, darA = (2

2
1
1
1 7
B—<O 1> resp.C—(—z 4).
1 0 3

0

—
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Losningsforslag

AXB = C — 2XB
AXB +2XB =C
(A+20)XB=C (Brytut XB till hoger)
Mult fr vanster med (A + 21)~!
(A+20)"'(A+21)XB = (A+21)7'C

_

=I
XBB~! = (A +2l)~'CB"!
X = (A+2l)~'CB~"!
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Kontrollrdkna pa egen hand

Matrisen X arav typ 3 x 2

2 1 7
. "3 3 35
3 3

W= | —
[SNI1\)
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Om determinanter och linjara ekvationssystem

For kvadratiska linjara ekvationssystem Ax = b galler

Homogena system Inhomogena system
|A| = 0 | Det existerar icke-triviala | Ingen eller oandligt

I6sningar manga lésningar
|A| # 0 | Endast trivial I6sning Entydig 16sning

Determinanten ar ett utmarkt verktyg nar vi analyserar
I6sbarhetsfragor.
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Kopplingen mellan matrisrang, determinant och
|0sbarhet

Antag att A ar en kvadratisk matris, av typ n x n. Féljande pastaenden
ar ekvivalenta:

m A ar inverterbar.

m rank(A) = n.

m A #£0

m Ax = b har entydig/trivial 16sning.
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Exempel

Antag att

Vilket/vilka pastadenden ar sanna?

(A) rank A = 2.
(B) |A| = 0.
(C) A~! existerar.
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Avslutande exempel

For vilka varden pa p har ekvationssystemet

p—2)x+ 2y + z= 1
3x + py+@P+3)z=-3
{(p+2)x+(p—|—2)y+(p+5)z— 3

ingen l6sning, entydig I6sning respektive oédndligt manga I6sningar?
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Losningsforslag

Determinanten beréaknas:

p—2 2 1 p—2 2 —1
|Al=1] 3 p p+3 = 3 p 3 =
P12 p+2 p+s k3+(71)k2p+2 P2 3 34(—1)r2
p—2 2 1
=| 3 p p+3|.
p—1 2 0

Med t. ex. Sarrus regel far vi |A| = p(p — 1).
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3 fall

Vihar |A| =0 < p(p — 1) = 0, vilket leder till tre fall:
Fall1 p#0,p # 1 Har ar |A| # 0. Systemet har entydig I6sning.

Fall2 p=0
2x+2y+ z= 1
3x +3z=-3
2x+2y+5z= 3

p = 0 medfér odndligt manga Iésningar:
x=1—1t y=5/2-3t/2, z=1t Kontrollera!

Staffan Lundberg / Ove Edlund MO0043M H14 17/ 25



Fall3 p=1
—x+2y+ z= 7
3x+ y+4z=-3
3x+3y+6z= 3

For p = 1 saknas I6sningar. Kontrollera!
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Extra: Geometrisk tillampning

Problem: Bestdm ekvationen for den rata linje som innehaller
punkterna (x,y;) och (xz,y2).
Vi skriver linjens ekvation p& formen ax + by + ¢ = 0. Det innebér

ax+ by+c=0
ax; + by +c=0 eller
ax; +by, +¢=0

x y 1 a 0
X1 Y1 b= 0
X y» 1 c 0
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Vi soker icke-triviala I6sningar till detta homogena system. Det
intraffar da

x y 1
xi y1 1| =0
x2 o1

Vi utfér determinantkalkylen.
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x y 1 by y 1
xx n 1= x 1 1.
x2 y 1 X2—x1 y2—y 0

Utv. efter k3 ger att determinantekvationen blir

x1(y2 —y1) =yl —x1) = x2 —y1) —y(x2 — x1)
(2 —=x1)(y —y1) = (2 —y1)(x — x1)

y—y = 2o (x—x1), (Tvapunktsformeln)
X2 — X1

och vi ar klara.
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Ovning

Berakna med determinantkalkyl ekvationen fér den réata linje som
passerar genom punkterna (1,2) och (—2,0).
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Rakna pa egen hand

For vilka varden pa p har ekvationssystemet
x— y+3z=2
xX+py+4z=p
x— y+pz=2

ingen l6sning, entydig I6sning respektive odndligt manga I6sningar?

‘Bs| BipAua ¢ ‘1— # d‘seuyes ‘Bs| |— = d “Bs|ebuew '|pugo ¢ = d Jerg
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Att 6va pa

Givet matriserna

2 2 -1 1
A=1|1 -1 2|, b=]2
1 0 -1 3
-1 =2 5
m Berdkna A~!. (Svar 11 =3 1)
-1 -2 4
10
m Los Ax =bpatvasatt. (Svar | —6 )
7

Staffan Lundberg / Ove Edlund MO0043M H14 24/ 25



Annu mer att 6va pa

Los X ur matrisekvationen

, 35 1 2
AX-B =A, darA=<1 2> resp.B=<2 ]>.

4 S —
(I* L*) = X Jens
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