:s*b‘z&iu’m%‘% o oo o . .
ey Linkdpings universitet

Problemsamling i Linjar Algebra

for Statistik och dataanalysprogrammet

kurs 764G01

Fredrik Andersson och Asa Ericsson
(© 2014 Matematiska institutionen vid Link&dpings Universitet






Forord

For att tillgodogora sig kunskap i matematik krévs mycket Gvning i att rdkna och
16sa problem. Detta héafte innehaller dérfér gott om 6vningsuppgifter sammanstéllda
som ett komplement till kursboken som anvénds i Linjar algebra (kurs 764G01) for
studenter pa Statistik och dataanalysprogrammet. Héftet har samma kapitelindel-
ning som boken Linjdr algebra — fran en geometrisk utgingspunkt av Stefan Lemurell
(Studentlitteratur 2010), forutom kapitel 9 som héri handlar om kvadratiska former.
Dessutom ingar i kapitel 7 évningar pa Gram-Schmidt-ortogonalisering (nagot som
finns till viss del i boken ocksa, men utan att metoden presenterats).

Framgangsrika studier forutsédtter att man arbetar med en blandning av lit-
teraturstudier, enklare rédkneuppgifter och lite klurigare problem. D&rfor finns det
olika typer av uppgifter. Nagra ar avsedda att arbeta med i samband med studiet
av kurslitteraturen. Dessa uppgifter 4r markerade med T (teori). Manga uppgifter
kraver bara en kort rakning och ar endast 6vning pa sadant som sedan anvands i lite
mer omfattande problem. Slutligen finns de problem som kraver nagra steg for att
16sas. Tank pa att det ar viktigt att hela 16sningen redovisas! Det ska vara latt for
den som laser 16sningen att forstd hur du kommit fram till svaret.

For att lara dig s& mycket som mojligt ar det viktigt att du nér du rdknat en
uppgift tar nagra minuter till att reflektera 6ver vad du gjort:

- Vad har jag visat i detta exempel?

— Kan resultatet tolkas pa nagot sditt?

— Hur hdnger resultatet ihop med sant jag redan kidnner till?
— Kan jag kontrollera svaret pd nagot sdtt?

Ta for vana att alltid géra nagon kontroll av din rédkning! I detta héfte finns svar pa
uppgifterna men nar du senare ska tillaimpa dina kunskaper i linjar algebra kommer
det inte finnas nagot facit.

Ofta beh6ver man till en borjan nédr man arbetar med uppgifterna ta till boken
som hjélp eller soka idéer fran foreldsningsanteckningar. Om du trots det inte kommer
pa hur du ska angripa en uppgift sa finns det, som ett extra stod for sjdlvstudierna,
ledningar till vissa uppgifter. Gar det d&ndéa inte sa spara det till senare och forsok med
nya uppgifter. Framfor allt: Ge inte upp! Linjar algebra kan verka svart i bérjan nér
det inférs manga nya begrepp och definitioner och séttet att resonera kinns ovant.
Om man jobbar hart med kursen under det stadiet brukar det lossna s smaningom
nar man haft tid att vanja sig vid de nya begreppen.
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Kapitel 1: Geometriska vektorer

En geometrisk vektor dar ett objekt som har en storlek och en rikitning — den kan
representeras av en pil, eller egentligen en hel uppsdttning pilar fér det dr samma
vektor oberoende av var man placerar pilen. Till flera av uppgifterna ska man rita
figurer som bor ritas med hjilp av linjal, gdrna pd rutat papper. Om ett koordinat-
system infors kan vektorerna anges med deras koordinater — en omistlig beskrivning
som anvdnds i resten av kursen och kan generaliseras till allmdnna vektorer.

{€1,é2,...,ey} betecknar standardbasen med ortogonala enhetsvektorer i R™. Alla
koordinater dr med avseende pa denna bas t.o.m. kapitel 7.

T 1. Om u och v ritas utifran samma punkt blir 4 — v vektorn fran spetsen av v
till spetsan av u. [lustrera detta i en figur som &ven visar summan @ + (—0),
vilket forstas ska vara samma vektor som @ — .

T 2. Vad ér en linjdrkombination av tva vektorer? Ge ett exempel och illustrera med

en figur.

3. Visa att om %, ¥ och w &r 3 icke-parallella vektorer sadana att 4+ v +w = 0
sa bildar de tre vektorerna sidor i en triangel.

4. Lat P; och P, vara tva punkter i planet. Satt v; = O_Pl och 79 = O_Pg.

a) Lat @ vara mittpunkten pa strickan P;Py. Uttryck vektorn O_Q i v1 och
V3.

b) Lat R vara den punkt mellan P; och P» som delar strackan PPy i for-

hallandet p : ¢, d.v.s.
[PS| _p

PS| q

Uttryck vektorn OR i v1 och vo. Kontrollera ditt svar genom att sétta
p = q och jamfora med a).

c) Lat S vara den punkt ligger pa strackan P Ps:s forlangning och som delar
strackan P Py i forhallandet p : g. Uttryck vektorn OS i 91 och vs.

T 5. Hur definieras skalarprodukten @ - v 7 Vad ar u - v for slags objekt?

6. Antag att |u| =2, |v] =3 och |u+v| = 4. Berdkna vinkeln o mellan @ och o.
Vad blir denna vinkel om istéllet |u + 0| =67
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7. Antag att vektorerna @ och v uppfyller |u| = 3, |v] = 5 och u-v = —2.
Berédkna
a) u-(2u+wv).
b) (u+7v)-(u—"7).
c) |u—1v|.
8. a) Visaatt |u+ 0| =|u|?>+ [0|> +2u-v for alla @ och v.
b) Visa att om @ och v dr vinkelriita giller |u + o|> = |a|? + |7]%.
c) Formeln i b) brukar kallas Pythagoras sats. Rita en bild som illustrerar
varfor.
9. Da vektorerna u och v ritas med samma fotpunkt utgoér de tva av sidorna i en
liksidig triangel med sida 2. Berdkna
a) uw-v. b) v-(a+09).
c) (u+20)-(2u—0). d) |2a+ 30].
T 10. Redogor for projektionsformeln.
11. Bestam projektionen av v pa vektorn u , uttryckt i @, om |u| = 3, |v] =4 och
vinkeln mellan dem &ar 60°.
T 12. Vad behovs for (vad bestammer) ett koordinatsystem i planet respektive i
rummet?
T 13. Vad betyder det att ( Zl ) dr vektorn u:s koordinater i basen {é;,é2}?
2
Ange koordinaterna for u = 3é; — €3 i basen {é1, és}.
_ . : . 3 1
14. u och v &r vektorer i planet med koordinaterna 1 ) resp {5 )
Rita w och v i en figur. Rita i samma figur vektorerna
—v, u—v, 2u och —3u+2v.
Berakna ocksa koordinaterna for dessa vektorer.
15. P=(1,2,3),Q = (4,0,—1) och R =(—2,2,0) ar tre punkter i rummet.
Bestdm vektorerna PQ, PR och QR. Mellan vilka punkter dr det lingst?
.. B _ _ -3 _ 4
16. Berédkna skaldrprodukten @ -9 om @ = 9 och v = 3 /-
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2 4
17. Lata=( 1 Jochov=| 0 |.
1 4

Berékna @ -0, |u|, |0| samt vinkeln « € [0, 7] mellan @ och v .
5 —4 1
18. Latu=| -3 |, o= -2 Jochw=| -7 ].
2 0 4
Verifiera riknelagen @ - (v 4+ w) =4 -0+ @-w for dessa vektorer.
19. Berdkna vinkeln mellan % och ¥ om

v (36 ()

20. En triangel har sina hérn i punkterna (4,0, 5), (1,2, 3) och (3, 6,4). Ar triangeln
ratvinklig? I vilket av hornen finns i s& fall den riata vinkeln?

21. Latu = < Z > =+ < 8 ) Ange alla vektorer v i planet som ar ortogonala mot .

22. Om u = bey + é2, vad blir w:s projektion pa €17 Och pa ey ?

—6 3
23. Bestdm ortogonalprojektionen av vektorn ( 2 ) pa vektorn ( 1 >

1 2
3 2
24. Latu=( 1 ) ochv = 1 .
1 -2

Dela upp u s& att u =, +u, dar uy ar parallell med v och @ &r ortogonal
mot v. Kontrollera att de funna vektorerna uppfyller dessa férutséttningar.
GoOr motsvarande uppdelning av o relativt @ .

T 25. Antag att @ = w1é; + ugéy + ugés. Visa att wy = 4 -€1, us = 4 - € och
U3 =1U-€e3.

26. Ligger vektorerna u, ¥ och w i samma plan om

2 1 -1
a) U:<4>,_:< 4)ochw:( 0 >?
0 -1 -1
2 3 7
b a:<1>,@:<1>ochw:<5>?
2 0 1

T 27. Hur definieras vektorprodukten u x v ? Vad ar u x v for slags objekt?
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2 1
28. Berdkna | -2 | x 2 1.
3 -1

-2 0
29. Ange en enhetsvektor som dr ortogonal mot ( 3 > och ( -1 ) .

4 2
2 -1
30. Latau=| 1 | ochv= 3 .
0 1

a) Berdkna u x v. Kontrollera att # x v &r ortogonal mot bade u och v.

o

O

) Berédkna arean av en parallellogram som har @ och ¥ som sidor.
) Berékna arean av en triangel som har @ och v som sidor.

d

Anvind rdknelagarna for vektorprodukter till att forenkla uttrycket
(3u + 20) x (2u — v) och berdkna det sedan.

31. Vilken area har triangeln med hérn i (1,1, —-1), (—=2,2,0) och (=3, —1,2)?

32. Bestiam det villkor vektorerna @ och b maste uppfylla for att @ + b och @ — b
ska vara vinkelrdta. Tolka resultatet geometriskt.

33. Bestim det villkor vektorerna @ och b maste uppfylla for att vektorprodukten
(@ +b) x (@ — b) ska vara noll. Tolka resultatet geometriskt.

T 34. Vad menas med en riktningsvektor till en linje?

T 35. Vad menas med en normalvektor till ett plan? Om 7 4r normalvektor till ett
plan, ange samtliga normalvektorer till detta plan.

1
T 36. Om man vet att ( 2 ) ar en normalvektor till ett plan och att (1,—1,1) ligger
3

i detta plan, vad blir planets ekvation?

37. En linje L i planet gar genom punkterna P = (1, —1) och P» = (3,2).
a) Bestdm linjens ekvation pa parameterform.

c¢) Bestiam linjens ekvation pa normalform.

)
b) Ange en normalvektor.
)
d)

Vilken &r den linje som gar genom origo och &r parallell med L?
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38. Lat L vara den rita linjen genom punkterna (1,1,1) och (0,4,3). Illustrera

med en figur.

a)

b)

)

d)

Rita in en riktningsvektor. Bestam L:s ekvation péa parameterform. Kon-
trollera att linjen verkligen gar genom de givna punkterna.

Ange dnnu en punkt P som ligger pa4 L och markera dess ungefarliga lage
i figuren. Ange ocksa en punkt () som inte ligger pa L. Kontrollera!

Bestdm L:s ekvation pa parameterfri form, t.ex. genom att eliminera
parametern ur ekvationen i a). Kontrollera att linjen verkligen gar genom
de givna punkterna.

Ange en linje som skir L. Ange ocksd en linje som ar parallell med L.

39. Lat II vara planet genom punkterna (1,1,0), (1,0,—1) och (3,0, 1). Illustrera
med en figur.

40.

41.

42.

43.

a)

b)

Rita in riktningsvektorer. Ange ekvationen for II p& parameterform. Kon-
trollera att planet verkligen gar genom de givna punkterna.

Ange dnnu en punkt P som ligger i I och markera dess ungefarliga lage.
Ange ocksé en punkt () som inte ligger i II. Kontrollera!

Ange ekvationen for IT pa parameterfri form (normalform). Rita en lamp-
lig normalvektor i figuren. Kontrollera att planet verkligen gar genom de
givna punkterna.

Ange ett plan som &ar parallellt med II.
Ange en linje som ligger i planet II.

Ange ett plan som ar vinkelratt mot II.

Bestam skirningspunkten mellan planet 3x —y 4+ z =2 och linjen

() ()

Kontrollera att den funna punkten ligger bade i planet och péa linjen.

Bestam ekvationen for det plan som ar parallellt med de tva vektorerna

(

1
2
0

0
) och ( 1 ) och gar genom punkten (1,0,2). Kontrollera ditt svar.
2

Skriv planet x 4 2y + z = 3 pa parameterform. Kontrollera ditt svar, t.ex.

genom att sdtta in dina ekvationer i den givna.

Bestdm skérningslinjen mellan planen z4+y+2 =3 och z+y—2z = 1.

Kontrollera att din linje satisfierar bagge planens ekvationer.
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

x 1 1
Undersok vilka av de tre linjerna Ly : | vy | = 2 |+t -1 ],
z 3 1
z 4 -1
Ly:3—x=y+1=35 och Ly: |y |=|0])+t{ 3 som skar
z 6 -1

varandra. Bestdm ocksa eventuella skdrningspunkter.

Ett plan innehaller linjen L och &ar parallellt med linjen Lo, dér

o ()-G3) o ()-()()

Bestdm planets ekvation. Kontrollera att forutsdttningarna ar uppfyllda.

Bestdm planet som gar genom (1,1,1) och innehaller skdrningslinjen mellan
planen x —y+2=3 och z —2z=5.
Lat P: (1,1,2).

a) Bestdm den punkt @ i planet x+ 2z =0 som ligger ndrmast P. Vad blir
avstandet fran P till planet? Rita en figur. Kontrollera att vektorn PQ
blir ortogonal mot planet.

b) Samma uppgift som (a), men planet &r istéllet = —z=1.

T 1 2
c) Bestdm den punkt R pa linjen (y) = ( 0 ) +t ( 1 ) som
z -1 0

ligger ndrmast P. Vad blir kortaste avstandet fran P till linjen?

Rita en figur. Kontrollera att vektorn PR blir ortogonal mot linjen.
x 5 2
Bestam ortogonalprojektionen av linjen [ y | = 5 | +¢| 3 | i
z 4 4
planet x + y + z = 5. Beriikna ocksa avstandet mellan (5,5,4) och planet.

Vilket &r det plan som innehaller punkten (1,1, 1) och &r ortogonalt mot skér-
ningslinjen mellan planen *+y—2=3 och 20 4+32=77

Bestdm avstandet mellan punkten (2,0, 1) och det plan som innehéaller

T 1 1
punkten (1,1,0) samt den réita linjen ( y > = (0) +1 ( -1 )
z 1 0
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Kapitel 2: Matriser

En matris dr en uppsdttning tal arrangerade © rader och kolumner, ddar varje tal sdgs
vara ett element 1 matrisen. Matriser av samma storlek kan adderas: man adderar

helt enkelt element pd samma position. Definitionen av multiplikation dr lite mer

inwvecklad men mycket anvindbar i mdanga tillimpningar. Likasd har man anvdndning

av transponat, spar, invers och determinant av matriser.

T 1.

T 3.

Vad betyder det att A &r en matris av typ mxn ? Vad maste gélla foér matriserna
B och C' foér att man ska kunna rédkna ut A + B och AC?

Berékna matriserna 24, —B, A+ B, A— B, AB och BA om
1 2 -1 1
A—<34> ochB-(2 1).

Hur transponerar man en matris A? Vad betyder det att A dr symmetrisk?
Kan en icke-kvadratisk matris vara symmetrisk?

3 -2
. (=10 B (1 20
Lat A_< ) 1>,B— (1) 111 ,C_<_2 0 1),

ao=(L)e=(3) = (1)

a) Vilka av foljande matriser &r mojliga att berdkna?
AC,CA,BC,CB, AB, BA, A+B,B+C,u+v, a+w,
Au , Bu, Cu, Aw , Bw och till sist (Puh!) Cw.

b) Beridkna dem.

(12 (1 -1 (-2 3 B
LatA—<3 4>,B—(_2 1 ),C—( 1 1>samt)\—2.

Verifiera riknelagarna
A(BC) = (AB)C, AAB)= (M)B och A(B+C(C)=AB+ AC

for dessa matriser.

Lat A = ( ; g ), B = < ; (2) ) Beriikna matriserna A, Bt A*Bt,

(AB)! och B'A!. Foresla och utfor en kontroll av de bada sista berdikningarna.
Ar nagon av matriserna A, B och AB symmetrisk?

2 -4

LatAz(_1 3

>. Berikna matriserna A2 och A3.
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T 8.

10.

T 11.

12.

13.

14.

15.

16.

Vad &r sparet Tr A av en matris A? Vilken typ av objekt ar det?

Vad ér sparet for enhetsmatrisen av ordning n (d.v.s. av typ n x n)?

1 2 -1
> och B = 2 5 0
1 -1 -3

1 2

Berédkna sparet av matriserna A = < 5 5

Vad betyder det att en matris A &r inverterbar? Hur definieras A~! om A é#r
inverterbar?

10
-~ —1 _
Berakna A= om A = < 5 9 >

Kontrollera ditt svar genom att rdkna ut produkten AA~! eller A='A och
verifiera att produkten blir en enhetsmatris.

Invertera om mojligt matriserna
1 2 -1 3 2 -1
A—<43>,B—(2 —6) ochC’—<1 3>.

Kontrollera de funna inverserna genom att multiplicera dem med ursprungs-
matrisen.

Lat A = ( 2 ) Beriikna matriserna (A~1)2 och (42)~!. Kommentar?

-1 3

Los matrisekvationerna.

(L) (55
b) Y(_32 11>

Los ut matrisen X ur sambanden, forutsatt att unik 16sning finns (d.v.s. att

Il
A~
|

Lo
L co
—

~_

de matriser som behover inverteras for att 1osa ut X &r inverterbara).

a) AX+B=C

o

AX =B+ X

O

d) AX'B=C!

)
)
) XtA=T1+Ct
)
e)

(2A+ X)B=B?>+C
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17.

18.

19.

Tva matriser A och B sdgs kommutera om AB = BA. I allmédnhet kommuterar
forstas inte matriser.

a) Om A &ar mxn och B ar pxq och A och B kommuterar, vilket samband
maste da géilla mellan talen m, n, p och ¢q?

b) Om A &r nxn och inverterbar, visa att A kommuterar med varje matris
pa formen B =X+ puA~', \,peR.

i (40
LatA-(O 2).

a) Berikna A% och A3.
b) Berikna A", n=1,2,....

c) Finn en matris B sidan att B? = A.

Antag att A3 =0. Visa att da &r I+ A+ A? invers till I — A.
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Kapitel 3: Geometriska linjara avbildningar

De funktioner man far da en matris multipliceras med en wvektor, ddr vektorn dr

funktionens variabel, kallas linjdra avbildningar. Varje matris motsvarar en sadan

funktion. Ofta tolkas linjdra avbildningar geometriskt. Man sdger tbland att matrisen

"werkar pd” vektorn och man kan tdnka att matrisen gor nagot med vektorn sa att

det blir en ny vektor. Exempel pa linjira avbildningar dr projektioner, speglingar och

rotationer.

T 1.

T 2.

Hur definieras en linjar avbildning? Ge exempel pa nagra linjara avbildningar.

Vad ar avbildningsmatrisen A (i basen {e, €2, €s}) till en linjér avbildning F'?
Z1
Om % har koordinaterna ( To ) , uttryck F'(u) med hjilp av A.

T3

Visa att avbildningen som fér varje vektor @ € R? ges av F(4) = 3u #r en
linjér avbildning. Ange ocksé F':s matris.

Antag att F &r en linjér avbildning. Visa att da &r F(0) = 0. Avgor sedan om
avbildningen given av G(u) = u + €; ar linjér.

Antag att F ar en linjar avbildning i planet sadan att

F(él) = €1+ 2ey
F(ég) = 3e; +4eo

Ange F':s avbildningsmatris A och berdkna F'(e; — é2).

Antag att F' ar en linjar avbildning i rummet sadan att
F(él) = e —2ey+e3

e —e; + 3es
F(es) = 4dex+es

DN
~—
I

Ange F':s avbildningsmatris A och berdkna F'(2e; + €2 — é3).
Kontrollera ditt svar genom att ocksa berdkna 2F (€1) + F(e2) — F(é3).

Antag att F' &r en linjar avbildning for vilken féljande géller:

F(él + éeg + 2@3) = 21+ ey — 3es
F(éQ + ég) = —e1 + 3e3
F(es —e3) = e +2e+e3

Bestdm F':s avbildningsmatris A i basen {éj,é2,e3}. Kontrollera ditt svar
genom att verifiera att ovanstdende relationer dr uppfyllda. Berdkna ockséa
F(Qél —é2 + 2@3).
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8. Ange F's avbildningsmatris A om man vet att F' ar en linjar avbildning i
planet, F'(2é1+¢é2) = 2€; —é3 och F(&é3—é2) = é1+¢é2 . Ge dven en geometrisk
tolkning av F.

1
for varje vektor u definieras F'(u) som u:s ortogonalprojektion pa denna linje.

9. Antag att F' dr avbildningen som projicerar pa linjen ( ;j ) =1t ( 3 >, d.v.s.

a) Berékna F':s avbildningsmatris A, t.ex. genom att bestdmma basvekto-

(1) och F (( (1) )) , med hjalp av projek-
tionsformeln. Kontrollera att en vektor parallell med linjen och en vektor

rernas bilder, alltsa. F

ortogonal mot linjen avbildas som avsett.
b) Anvind a) till att berdkna avstandet mellan punkten (—2,3) och linjen.

¢) Upprepa a) och b) for linjen 3z + 4y = 0.

10. Lat F vara spegling i linjen y = 2z i planet.

a) Ange F':s avbildningsmatris A, t.ex. genom att berikna basvektorernas
bilder. Kontrollera att linjens riktningsvektor och normal avbildas som
de ska.

b) Anvind a) till att berdkna punkten (3,1):s spegelbild i linjen. Beridkna
ockséa avstandet mellan punkten (3,1) och dess spegelbild.

x 1
11. Antag att F' &r ortogonalprojektion pa linjen ( y ) =t ( 0 ) .
z 2

a) Berdkna F':s avbildningsmatris A, t.ex. genom att bestamma basvekto-
rernas bilder med hjilp av projektionsformeln. Kontrollera att en vektor
parallell med linjen och att tva ej parallella vektorer ortogonala mot lin-
jen avbildas som avsett.

b) Anvind a) till att berdkna avstandet mellan punkten (2, 1,2) och linjen.

12. Lat G vara ortogonalprojektion i planet 4+ 2z = 0.

a) Berdkna G:s avbildningsmatris B, t.ex. genom att berikna basvektorer-
nas bilder. Kontrollera att planets normal samt tva icke parallella vekto-
rer i planet avbildas som de ska.

b) Anvind a) till att berdkna punkten (1,3, —1):s ortogonalprojektion i pla-
net. Berdkna ocksa avstandet fran (1,3, —1) till planet.
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13. Lat F vara spegling i planet z +y — 2z = 0.

T 14.

T 15

16.

17.

a)

b)

Ange F's avbildningsmatris A. Kontrollera att planets normal samt tva
icke parallella vektorer i planet avbildas som de ska.

Anvind a) till att berdkna punkten (2,0, —1):s spegelbild i planet.

2
Beridkna ocksa vinkeln mellan vektorn ( 0 ) och dess spegelbild.
-1

Hur definieras den sammansatta avbildningen F o G? Om F och G har avbild-

ningsmatriserna A resp. B, vad blir avbildningsmatrisen for F o G ?

. Hur definieras inversen F~! till en bijektiv avbildning F? Om F's avbildnings-
matris dr A, vad blir avbildningsmatrisen for F =17

Antag att F' #r en linjér avbildning. Visa att da dr ocksa F2 = F o F linjér.

Fy ar den linjéra avbildning som i standardbasen {é1, €2} ges av matrisen

cosf —sinf
AH_(sinﬁ cos ) y OER.

Lat forst = m/6 och rita vektorerna €1, éa, Fy(é1) och Fy(éz2) i en figur.
Lat sedan 6 = /4 och rita vektorerna ei, éa, Fy(€1) och Fyp(ez) i en ny
figur. Tolka med hjalp av dessa figurer Fy geometriskt.

Beréikna Fx (v/3é1 + &2). Kontrollera med hjilp av figuren.
Berédkna Fx (é1 + é2). Kontrollera med hjélp av figuren.

Visa att Fyy,(u) = (Fygo F,)(u) for alla 6, € R och fér alla vektorer
%, bade genom direkt rdkning och genom att anvdnda den geometriska
tolkningen i a).

18. Rotera basvektorerna e; och é; vinkeln 37/4. De nya vektorerna (d.v.s. bilderna

19.

under avbildningen) borde forstas ocksa bilda en ON-bas. Kontrollera att det

blir sa.

Lat Ry vara avbildningen som roterar vektorer i planet vinkeln 6 i positiv

riktning, d.v.s. moturs.

Forklara varfor denna avbildning méaste ha en invers och beskriv denna
(i ord — nagon ekvation eller formel behovs ej hér).

Hur ser avbildningsmatrisen ut fér inversen till Rg?

Vilken rotation ges av den sammansatta avbildningen R% o R_%? Skriv
ner avbildningsmatrisen.
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20. Lat P vara avbildningen som motsvarar projektion pé ett plan i rummet och
S den avbildning som speglar i samma plan. Rita figurer och forklara i ord
foljande likheter:

a) PoP=P
b) SoP=P

¢c) PoS=P



14 Kapitel 4: Rummet R™

Kapitel 4: Rummet R”

Geometriska vektorer i planet och rummet kan beskrivas med tva resp. tre koordinater.
Denna beskrivning kan vi enkelt generalisera till godtyckligt antal koordinater vilket
ger oss vektorer i rummet R™.

1 3
1. Latu= _31 och v = _24 . Berdkna —3u, 4+ v, 4 — v och u - v.
5 1
1 -1 0 2 1 -2 3 0
2 1 a1 o 21 1 -2
2. Lat A= 0 2 1 -1 och B = 1 0 -1 3
-1 0 2 1 3 -1 2 0

Beriikna A%, AB och BA.

3. Invertera om mojligt foljande matriser. Kontrollera ditt svar pa vanligt sitt.

1 2 -1 3 2 0 3 1

2 -3 2 —4 1 -3 0 -2
) 1 -2 2 0 bl o5 1
2 4 2 4 1 1 2 0

4. Berikna determinanterna av foljande matriser.

1 2 4 3 2 —2 1 4
2 0 -3 2 1 2 -3
a) 0 1 0 5 L
30 2 2 3 0 4 -1

5.  Avgor om nedanstadende méngder &r linjért beroende eller oberoende. Om de
ar beroende, skriv en av vektorerna som en linjairkombination av de ovriga.

5 1 3 2
| -1 3 1 0
a o |l =1 l2]1]2
2 2 0 1
4 1 9 1
1 2 1 0
b) 5 1 o [ 3 [| 1
-3 2 —1 -1
1 2 1
2 -1 0
c) o || 3 || 1
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Kapitel 5: Linjara ekvationssystem

Mdnga problemstdllningar leder fram till linjdra ekvationssystem, ddr det gdller att
bestimma ett antal obekanta som ingdr i flera linjira ekvationer. Dessa kan ldsas
med Gauss-elimination och bakdtsubstitution i en totalmatris. Att forsta vilka olika
typer av ldsningar som finns dr ocksd viktigt.

T 1. Vilka olika mdjligheter finns for antalet 16sningar till ett linjért ekvations-

system?

T 2. Vilka olika mdjligheter finns for antalet 16sningar till ett linjart homogent ekva-
tionssystem?

3. Los ekvationssystemet

|
o

T+ T2
201+ 420 = 4

t.ex. med hjilp av gausselimination. Kontrollera erhallna 16sningar genom att
sdtta in dem i ekvationssystemet.

4. Los ekvationssystemet

3r+2y+2z = 0
2y + 5z
3z = 4

I
\]

t.ex. med bakatsubstitution. Kontrollera erhallna I6sningar genom att sétta in
dem i ekvationssystemet.

5.  Verifiera att « = —-35+19t, y =25 —13t, z =1t &r en l6sning till

20 +3y+z = 5
br+Ty—4z = 0

for alla viarden pat € R.

6. Los ekvationssystemet nedan. Kontrollera erhallna 16sningar.

x+y+2z = 3
6r+ 12y —92 = 1
3xr+6y—52 = 0

7. Los ekvationssystemet nedan. Kontrollera erhallna I6sningar.

2y -3z = -1
T+2y—z 1
20 +2y+2 =
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8. a) Los ekvationssystemet nedan. Kontrollera erhéllna 16sningar.

20 +3y—2 = 5
rT+y—=z 2
—3r—y+5z = —4

b) Ersétt hogerleden i a) med nollor och 16s det erhallna systemet. Jamfor
ditt svar med svaret du fick i a). Kommentera resultatet.

9. Los ekvationssystemet

—2y+z = 2
r—4z = —4 .
r—y = 1

Kontrollera som alltid de erhéllna l6sningar genom att sitta in dem i ekva-
tionssystemet.

10. Los ekvationssystemet

T1+ 229 — 223 = 4
21 +3x0 +axs = 2a
3z1 + (a+5)xe — 223 = 4

a) fora=0 b) fora=1 c) fora=-3

11. Los ekvationssystemet

y+2z —w = 0
T +2y +3z2 =0
z —2 +2w = 0

12. Los ekvationssystemet

T — To+ X3 — X4
—T1 + T2+ X3+ T4
T+ T2 — X3+ X4
X1+ X2 +2x3+24 =

I
oo oo

13. For vilka virden pa a har ekvationssystemen nedan entydig, oéndlig manga
respektive ingen 16sning? (Du behover inte ange losningarna.)

z—y = 1 z—y = 1
b
2) {a1‘+4y =1 ) {ax—|—4y = —4
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14. Los ekvationssystemet nedan for alla virden pa parametrarna a och b.

15.

16.

T17.

18.

19.

r1+2x = 3
3r1+ars = b

Foresla lampliga kontroller av svaret och utfor dessa.

Bestdm skdrningspunkten (om det finns nagon) mellan planen

r4+y—2=0, 20—y—32=2 och 3x+4y+z=3.

Verifiera att den funna punkten ligger i alla tre planen.

Bestam skirningslinjen mellan planen

20 4+5y+92=—-1 och x+4+2y+4z=0.

Verifiera att den funna skdrningslinjen har en riktningsvektor som &r ortogonal

mot planens normaler. (Hur kan du genast se fran ekvationerna att planen inte

ar parallella och dérmed maste skiira varandra?)

Ett linjart ekvationssystem med tva eller tre ekvationer i tre variabler kan ha

noll, en eller odndligt manga losningar. Forklara detta geometriskt i ord och

bild!

Grafen till ett andragradspolynom p(z) = az?+ bz + ¢ gar genom punkterna
(—1,1), (1,—1) och (2,7). Vilket &r polynomet? Tank pa att kontrollera ditt

svar.

Linus och Linnea har bra koll pa hur mycket de cyklar pa en vecka.

2)

Under en lasperiodsvecka cyklar Linnea 10 ganger mellan hemmet och
universitetet (d.v.s. hon cyklar fram och tillbaka en géng varje vardag),
2 ganger mellan hemmet och innerstan samt 2 ganger mellan hemmet
och Ryds Herrgard. Trippmataren pa hennes cykel visar da 29 km.

Under en tentamensperiodsvecka cyklar hon 4 ganger mellan hemmet
och universitetet samt 4 ganger mellan hemmet och innerstan. Da visar
trippmétaren 24 km.

Under en vecka ndr Linnea sommarjobbar cyklar hon 12 ganger mellan
hemmet och innerstan samt 4 ganger mellan hemmet och Ryds Herrgard.
Da visar trippméataren 50 km.

Hur langt ifran universitetet, innerstan resp. Ryds Herrgard bor Linnea?
Linus gor lika manga cykelturer som Linnea, men hans trippmétare visar

27 km, 14 km resp. 26 km under de aktuella veckorna. Hur langt fran de
tre stillena bor Linus?

Bonusfréga: Var i Linkoping bor Linus och Linnea?
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20. D& Linus gar och handlar mjolk i Ryds centrum hittar han lattmjolk (0.5%
fetthalt), mellanmjolk (1.5% fetthalt) och standardmjolk (3% fetthalt). Linus
ar dock lite krasen och dricker bara mjolk med 2% fetthalt.

a) Om Linus handlar av alla 3 mjolksorterna, hur manga deciliter av varje
sort kan han blanda for att fa en liter av sin favoritmjolk?

b) En morgon upptéicker Linus att hans korridorkamrat Linnea (Linus har
namligen flyttat sedan vi senast traffade honom i uppgiften fére) druckit
upp all mellanmjolk. Hur manga deciliter av varje sort ska han d& ta for
att fa en liter 2%-ig mjolk?

21. Invertera foljande matriser i de fall det ar mojligt.

110 2 5 5 1 4 5 2 0 3
A=[o0o 1 1],B=l-1-10|,c=(2 7 -1 |, D=0 3 2 |.
10 1 2 4 3 1 3 -6 -2 0 —4

Kontrollera inverserna genom att multiplicera dem med ursprungsmatrisen.

22. Satt
-2 1 1 1 O 1 2 0 4 2 8 8
A= 3 1 2 |,B=[1-1 2 |,c=l11-1 |, D=3 -1 1]
-2 2 3 2 0 -2 3 1 3 5 7 9
Los matrisekvationernas:
a) AX =08 b) XA=RB c) AXB=C
d) AX =B-2X e) CX=A fy CX=D

T 23. Vad menas med minsta kvadrat-losningen till ett linjart ekvationssystem
Az = b ? Hur rdknar man ut den?

1 -1 N 3
24. LatA=1[ 1 o0 ,E:(1>ﬁ: -1 .
0 1 T2 1

a) Visa att ekvationssystemet AT = b saknar 16sning.

b) Finn det # som minimerar |b — AZ| och berikna det minimala viirdet.
Kontrollera att AZ &r ortogonal mot b — AZ .

c¢) Anvind resultatet i b) till att finna b:s ortogonalprojektion i det plan

1 -1
som gar genom origo och ar parallellt med vektorerna < 1 ) och < 0 ) .
0 1

Vilket &r avstandet fran b (eller réttare sagt fran punkten vars ortsvektor
dr b) till planet. Rita en schematisk figur.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Visa att ekvationssystemet saknar 16sning och bestdm en approximativ 16sning
med hjalp av minsta kvadrat-metoden.

201 +3xz2 = 10
1 +x9 = 2
Tr1 — Ty = 0

Om AZ = b #r systemet skrivet pa matrisform, kontrollera ditt svar genom att
visa att AZ #r ortogonal mot b — AZ . Ange minimala viirdet av felet |b — Az|.

Finn minsta kvadrat-16sningen till ekvationssystemet. Vad blir felet? Kommen-

tera resultatet!
201+ 320 = b

xr1 + T2 2
r1 — T2 = 0

Ange ortogonal-projektionen av vektorn b pa ett plan parallellt med vektorerna

B 1 2 -2
wochov,dab=| 3 |, u= 1 ocho=1{ 2 |.
—1 —1 1

Minsta kvadrat-anpassa en rat linje till féljande métdata:

(3317111) = <_17 _2)7 ($27y2> = (070)7 (1.373/3) = (272)
Kontrollera svarets rimlighet genom att rita in linjen och méatpunkterna i ett
koordinatsystem.

Minsta kvadrat-anpassa en rét linje s = kt + m till féljande métdata:

t] 1 2 3 4
s|951 67 91 109

Rita in matpunkterna och linjen i ett koordinatsystem. Bestdm &ven det

1 < 2
kvadratiska medelfelet — E (si — (kt; + m)) (n ar antal méatpunkter).
n
i=1

Foljande punkter (x,y) dr uppmétta: (—2,—6), (—1,0), (1,8), (2,17)

Bestdam det andragradspolynom som, i minsta kvadrat-mening, bast stimmer
med méatdata. Rita punkterna och den anpassade kurvan i ett koordinatsystem.

Vi vill anpassa en exponentialkurva y = CeM till foljande mitserie: (t1,y1) =
(0,1), (t2,y2) = (1,2), (t3,y3) = (2,8). (Denna modell skulle t.ex. kunna
beskriva tillvixten hos en bakteriekoloni vid god néringstillgang.)

a) Forklara hur minsta kvadrat-metoden kan astadkomma detta.

b) Hérled normalekvationen for detta problem. Vad blir den sokta exponen-
tialkurvan? Om du har tillgang till dator eller grafritande réknare, rita
upp exponentialkurvan och jamfér med den givna métserien.
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Kapitel 6: Determinant

Determinanten dr en reellvdrd funktion av kvadratiska matriser. Den definieras av tre
egenskaper: linjaritet med avseende pd rader, att tvd lika rader ger vdirdet 0 och att
determinanten av identitetsmatrisen dar 1. Detta innebdr bl.a. att absolutbeloppet av
determinanten dr den "wolym” som spanns upp av matrisens kolonnvektorer. For att
berikna determinanter anvinds ldmpligen radoperationer och det visar sig att linjdra
ekvationssystems losbarhet hinger pd om determinanten dr nollskild.

Uy vy wq up v wi
T1. Latu=|[ ux |,o=[ vo | ochw=| wy | samt sétt A= ug v9 wo
us V3 ws Uus V3 w3

Skriv ner ett uttryck for det A. Vad for slags objekt &ar det?

o

o
L D

Vad har det A med parallellepipeden med sidor , ¥ och w att gora?

¢) Hur hénger det A ihop med vektorernas orientering?
d) Uttryck det Ai@, v och w.
3up 3vp 3wi up v t+w wq
e) Satt B = (75 V2 Wa y C = Uy Vg + Wy W och
uz U3 W3 uz vz t+ws ws
(5% V1 w1
D = U V2 wao

ug + 2u1 vz +2v7  ws + 2wy

Bestdm det B, det C' och det D uttryckt i det A med hjilp av rédkne-
lagarna for determinanter.

2. SattA-(O _2>,B—<_4 6>ochC’—2<3 2>.

Berdkna det A, det B och det C.

3. Berakna determinanten av matriserna:

12 1 4 1 3
a) |0 3 2 by | -1 2 -3
2 -1 -2 1 3 -2

11111

2_3133 111 1 2
a) b) [ 111 2 2
o5 112 2 2
342 12 2 2 2

5. Vilken area har parallellogrammen med vektorerna ( 2 > och <§> som

sidor?
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10.

11.

12.

13.

14.

Vilken volym har parallellepipeden med vektorerna (1 0 1), (2 5 —1)! och
(4 2 1)! som kanter?

u; V1 wip

Lat A = us vy we |. Anvénd radknelagarna for determinanter till att
us Vs W3

uttrycka foljande determinanter i det A.

2u1 21}1 2’LU1

a) det —Ug —V2 —W2
us U3 w3
Ul V1 w1
b) det 37.L2 + 2U1 3’[)2 + 2’01 3’LU2 + 2’(1)1
us V3 ws
c) det (3A)

Bestdm volymen av en tetraeder med hérn i punkterna P; : (1,0,1), P5 :
(2,1,—-1), P3:(3,—1,—1) och Py : (0,2,2).

a) Antag att det A =4 och det B = —1. Berfikna det(A2BA™1).

b) Férenkla det(C~Y1(I + D~1)C?D).
Visa att om A och T &r kvadratiska matriser och T &r inverterbar, sa ar

a) det(A'A) >0 och det(T?T)>0.

b) det(AT)=0 < detA=0.

c) det(T'AT) =det A.

Los ekvationernas:

1 22 2t 1 1 x
a) det| 2 8 32 | =0 b) det| 2 1 2 | =0

Forenkla uttrycket det

[SallS L]
R o
ISIIES S

Satt A = . For vilka viarden pa a &r A &r inverterbar?

S NN
—_ L =
N QR

For vilka varden pa konstanten a har planen z+2y+az =1, 2x4ay+8z = —1
och axr — 2y = —1 ingen skdrningspunkt, exakt en skdrningspunkt respektive
mer an en skirningspunkt? Vad blir skirningen i det sista fallet?
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Kapitel 7: Baser

Linjdrt oberoende/beroende dr ett centrala begrepp i lingar algebra. Tillrackligt méanga
lingart oberoende vektorer bildar en bas. Da kan varje annan vektor uttryckas som en
untk linjdrkombination av dem. Med en ny bas foljer nya koordinater och nya avbild-
ningsmatriser. I det viktiga specialfallet med byte mellan tva ON-baser ges sambandet
mellan de olika koordinaterna av en ortogonalmatris.

Om inget annat anges ar koordinaterna givna i standardbasen {eéj, éa, ..., €,} for R™.
T 1. Vad betyder det att en méngd vektorer {v1,...,0,} ar linjart beroende?

2.  Vilka av foljande méngder vektorer dr linjart beroende resp. linjéart oberoende?

A6 G))]

3. I varje deluppgift, avgor om méngden {u,v,w} ar linjart beroende eller obe-
roende. Skriv om mdjligt 4 som en linjadrkombination av v och w. Kontrollera
ditt svar.

e () (3) ()
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e

Avgor om {f1, fo, f3} dr en ON-bas for rummet om

B 1 _ 2 B 3
a) f1:<0>7f2:<1>,f3:<2>.
0 0 1
3 1 ! 3 1 0 3 1 2
c) flz\/g<}>,2:\/§<—11>73:\/6<—}>-

d) Kan {fi, f2, f3} i b) goras till en ON-bas pa nagot enkelt siitt?

5. Finn (om mojligt) en ON-bas {fi, fo} for planet sadan att f; #r parallell med
( i ) och fo pekar in i andra kvadranten. Kontrollera ditt svar.

6. Avgor om vektorerna v1, U2 och v3 ar linjart beroende eller oberoende. Om de
ar oberoende, anvind Gram-Schmidt-ortogonalisering for att finna en ON-bas
med en basvektor parallell med v; och ytterligare en i planet som spanns av
U1 och Us.

1 2 -1
a) 1_}1:<0>,1_}2:<1>,1_}3=<1>.
1 3 5
1 —2 -1
b) 51:<3>,52:<1>,63:<4>.
3 -1 2
2 —4 3
0 171:(0),172:( 1 ),@3:<_1>.
1 -1 2

7. Finn (om mojligt) en ON-bas {f1, fo, f3} for rummet sadan att:

1

4
a) f1 dr parallell med (2) och fo dr parallell med ( 1 )
3 -2

3
b) fi #r parallell med ( 1 > och fo ar parallell med é;é>-planet.
1

8. Lat II vara ett plan som ér parallellt med vektorerna (1 0 — 1)% och
(2 1 —3)" Ange en ON-bas siddan att tvA av basvektorerna dr parallella
med II. Kontrollera att ditt svar uppfyller de givna forutséattningarna.
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T 10.

11.

12.

T 13.

3
Linus och Linnea vill hitta koordinaterna for vektorn o = < 1 ) 1 basen
-1

2 1 5
{f1, fo, f3}, dér f1 = <1>, fo = ( 0 ) och f3 = (2) Linus ser att
1 -2 0
1

v = fi1 + fo och hivdar dirfor att koordinaterna blir ( 1 ) . Linnea upptéacker
0

-1
da att © = —f; + f3 och hivdar darfor att koordinaterna blir ( 0 ) .
1

Da Linus och Linnea vet att samma vektor inte kan beskrivas med tva olika
uppséttningar koordinater i samma bas (varfor?) forstar de att nadgon av dem
maste ha tankt fel. Men vem?

Antag att A &r en 3 x 3-matris sddan att det A # 0. Vad kan mer sigas om
matrisen A?

T 1 1
For vilka x ar vektorernaw = | 1 |, v = | = | och w = 1 linjart
1 2 2z 43

beroende? Uttryck w som linjarkombination av u och v {6r dessa .

For vilka a ligger punkterna (a,1,2), (1,a,3), (1,1,1) och (0,1,1) i samma
plan?

Lat {€1,é,e3} och {f1, f2, f3} vara tva baser for rummet.

a) Hur definieras transformationsmatrisen 7" for basbytet? Skriv upp bas-
sambanden, d.v.s. uttryck basmatriserna e = (él €9 ég) och f =
( i f2 fs ) i varandra med hjalp av 7T'.

T
b) Om vektorn @ har koordinaterna X = < T2 ) i basen {ej, &, e3} och ko-
T3
n _
ordinaterna Y = | y2 | i basen {f1, fo, f3}, uttryck X och Y i varandra
Y3

med hjalp av T.

c¢) Om den linjira avbildningen F har avbildningsmatrisen A, i basen
{€1, €2, e3} och avbildningsmatrisen Ay i basen { fi, f2, f3}, uttryck A,
och Ay i varandra med hjélp av 7T'.

14. Bestdm sambandet mellan koordinaterna for @ = x161 + 2282 = y1.f1 + Yo fo

i de bada baserna {€1,&} och {fi, fo} dér

fjl = e1+2e
fa = 3e;+4eé;
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15. Lat {€1,&} vara en bas for planet. Sitt fi = & + &, fo = 261 — éa.
a) Visa att {f1, fo} #r en bas for planet (dock ej en ON-bas).
b) Berikna koordinaterna for vektorn @ = f; + 3f2 i basen {&1, &}

c¢) Beriikna koordinaterna for vektorn o = 5&1 + 2@ i basen { f1, fo}. Foresla
och utfor en kontroll av svaret.

d) Beriikna koordinaterna for vektorn w = & + f» i basen {&1,é} resp.
{f1, f2}. Kontrollera!

T 16. Vad betyder det att T" &r en ortogonalmatris? Om 7" &r en transformationsmatris
for ett basbyte fran en ON-bas, vad kan da sdgas om den nya basen?

T 17. Vad &r utmérkande for en isometrisk avbildning? Ge exempel pa isometriska
avbildningar.

18. I varje deluppgift, avgér om den givna matrisen ar en ortogonalmatris. Om
den inte ar ortogonal, kan man byta ut sista kolumnen till nagot som gor att
det blir en ortogonalmatris?

0 5y 1) s 7

[EE o R
O =
—

19. Lat {é1,e2} vara en ON-bas for planet. Satt
fi=5(&1+V3e) och fo=4(—V3er+e) .

a) Visa att {f1, fo} & en ON-bas for planet och ange transformationsma-
trisen T for detta basbyte.

b) Avgor om T dr en ortogonalmatris.
c) Lat u=uxi161 + x062 = Z/lfl + yzfg . Uttryck y1 och y2 i 1 och xs.

d) Den linjira avbildningen F uppfyller F(é; + v/3é3) = v/3é1 + 362 samt
F(—\/gél +é9) = 3e; — V/3éy . Ange forst F:s matris Ay ibasen {fl, fz}
Berékna ur detta F:s matris i basen {é1,és}.
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20.

21.

22,

23.

Lat {€;, &} vara en pos. orienterad ON-bas for planet. Bilda en ny bas {fi, fo}

genom att vrida e; och ez vinkeln 7 moturs.

a) Uttryck fi och fo i€ och &. Ange transformationsmatrisen 7' for detta
basbyte.

b) Avgor om T ar en ortogonalmatris.
c) Lat u = xie; + zo8g = ylf_l + yzfg. Uttryck y1 och y2 i 1 och xs.

d) Den linjira avbildningen F' uppfyller F(e; + é2) = 3(e1 + é2) samt
F(—é1+é2) = e1—ez. Ange forst F':s matris Ay i basen{f1, f2}. Beriikna
ur detta F':s matris i basen {é1,é2}.

Lat F' vara ortogonalprojektion i planet = 4+ 2z = 0. Koordinaterna &r med
avseende pa basen {e, €2, €3}.

a) Finn en ON-bas {f1, f2, f3} sidan att f; #&r ortogonal mot planet och fa,
fs ar parallella med planet. Kontrolleral

o

(oW
_ = =

Ange F:s matris Ay i basen {f1, f2, f3}.

o

Berékna F':s matris A, i basen {éj, &, e3}. Kontrollera!

Beriikna ortogonalprojektionen av vektorn (2 —1 2) i planet.

)

Lat G vara spegling i samma plan. Ange G:s matris By i basen

{f_h f2> f3}
f) Berikna G:s matris B, i basen {éj, €2, €3}. Kontrollera!
g) Bestdm spegelbilden av punkten (2, —1,2) i planet.

h) Visa att F o G = G o F. Illustrera i en figur.

Lat F : R? — R? vara en linjér avbildning som i standardbasen har matrisen

4 =2
=1
()

Bestdm F:s matris A i basen f; = 1 ( _21 ) och fi = % ( 1

2

5 ) . Tolka och

beskriv i ord vad F' goér med vektorerna i planet.

En parallellogram i planet har hérn i origo, (1,3), (4,2) och (5,5). Ange en
linjar avbildning som avbildar parallellogrammen pa en axelparallell kvadrat
med sida 1. Bestam arean av parallellogrammen.
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Kapitel 8: Egenviarden och egenvektorer

Spektralteori hjdlper oss att vilja "rdtt” bas for den enklaste beskrivningen av en av-
bildning. Egenvektorerna till en avbildning, och till dess matris, dr de vektorer som
inte dndrar riktning under avbildningen; egenvdrdena dr den faktor lingden dndras

med. Om en bas kan bildas av egenvektorer dr avbildningen diagonaliserbar: i den
basen dar matrisen diagonal med egenvirdena pd diagonalen. Speciellt dr detta all-

tid sant for symmetriska matriser som enligt spektralsatsen kan diagonaliseras av en
ON-bas.

T1.

T 2.

Definiera vad som menas med att w &r en egenvektor till en matris A med
egenvarde A.

Hur bestdmmer man egenvirdena till en linjar avbildning F' med matris A ?

-1 -2 =2
Lat den linjara avbildningen F' ges av matrisen A = 1 2 1
-1 -1 0

-2 1 —1

Avgor vilka av vektorerna ( 1 ), <0> och ( 1/2 > som &r egenvektorer till
1 1 ~1/2

F och bestam i férekommande fall motsvarande egenvéarden.

Bestam samtliga egenvirden och egenvektorer till den linjara avbildningen F

. 1
med matris A = ( g 1

de funna egenvektorerna.

>. Kontrollera ditt svar genom att multiplicera A med

Finn samtliga egenvérden och egenvektorer till matriserna.

D (1) w(A)

Téank pa att kontrollera dina svar.

W=

(42)

Finn samtliga egenvérden och egenvektorer till matriserna.

10 1 -1 -2 -2 5 6 2
a) 0 1 1 b) 1 2 1 c) 0 -1 -8
110 -1 -1 0 1 0 -2

Ténk pa att kontrollera dina svar.

Antag att @ och v &r egenvektorer till en linjér avbildning F' med egenvérden 2
resp. —1. Berikna F(—u+20), F(2u—9), F*(a), F?(v), F?(2u+ 30) .
Beriikna ocksd F~1(i) och F~1(2u+ 3v) i fallet att F ir inverterbar.
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T 8.

T9.

T 10.

11.

12.

13.

14.

15.

Vad maste gélla for att en matris A ska vara diagonaliserbar?
Hur lyder spektralsatsen?
Vad &r sparet Tr A uttryckt i egenviardena A; till en n x n-matris A?

Diagonalisera matrisen for var och en av deluppgifterna, d.v.s. finn en bas av
egenvektorer (vilj en ON-bas), en ortogonalmatris 7' och en diagonalmatris D
sadana att A = TDT~!. Kontrollera dina svar. Kontrollera speciellt att summan
av egenvirdena ar sparet av A.

2 1 1
-2
a) A=1 0 by A=[1 21
-2 3 11 2
2 100
. |l 1200
Lat A= 5 ¢ 35 9
00 2 3

Bestam A:s egenvirden och en ON-bas av egenvektorer. Finn en ortogonalmatris
T och en diagonalmatris D sadana att A = TDT~!. (Hur vet man genast att
det gar?) Kontrollera att sparet for A och D stammer Gverens.

Den linjara avbildningen F' har egenviarden —1, 0 och 1 och motsvaranade egen-
vektorer (1 0 1)Y, (1 1 0)!resp. (0 1 1)'. Avgér (utan att berdikna avbild-
ningsmatrisen) om F' dr symmetrisk. Bestdm sedan avbildningsmatrisen till F'.
Kontrollera att den funna matrisen har de 6nskade egenskaperna.

For avbildningarna i deluppgifterna nedan, ange vilka egenviarden de har och
beskriv motsvarande egenvektorer. Om mdjligt, skriv ner en diagonal avbild-
ningsmatris.

a) F ar ortogonalprojektion i ett plan IT genom origo.
b) G éar en spegling i ett plan II genom origo.

c) H é&r en rotation vinkeln # kring vektorn o.

4 0 -2
Lat F ges av avbildningsmatrisen A = % 0 5 0
-2 0 1

a) Finn samtliga egenvirden och egenvektorer till F'. Kontrollera!

b) Ange en ON-bas {fi, f2, f3} av egenvektorer till F' samt en ortogonal-
matris 7' sadan att F':s avbildningsmatris Ay i basen {f1, f2, f3} blir en
diagonalmatris. Kontrollera! Ange ocksa Ay.

¢) Hlustrera i en figur hur F(z) kan konstrueras ur @ for en godt. vektor a.
Tolka F' geometriskt.
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4 1 =2
16. Lat F' ges av matrisen A = % 1 4 =2 |. Tolka F' geometriskt. Kontrol-
-2 =2 7

lera ditt svar.

(54
17. LatA—<4 5).

a) Finn ett utryck for A™ (fér n > 0 heltal). Kontrollera att det stimmer for
n = 2 genom direkt berdkning av A2

b) Bestdm en matris B sadan att B2 = A. Kontrollera.

1 0
18. Lat A= )
8 at <_1 2>

a) Berikna A% och A3.

b) Anvind diagonalisering for att berdkna A™ n=1,2,....
Kontrollera ditt svar genom att verifiera att det stammer for n = 1,2, 3.

1 -2
19. Lat A= .

a) Bestdm A", n=1,2,....

b) Bestdm en matris X sadan att X2 = A.
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Kapitel 9: Kvadratiska former

En kvadratisk form dr en (reellvird) funktion av flera variabler innehdllande endast
termer kvadratiska i variablerna. Den kan representeras av en symmetrisk matris och
via diagonalisering kan den kvadratiska formen skrivas med nya koordinater utan s.k.
korstermer.

T 1.  Skriv ner en allmén kvadratisk form av tva variabler bade p& matrisform och
utan matriser.
T 2. Vad kan sédgas om egenvéardena till matrisen svarande mot en
a) positivt definit kvadratisk form?
b) positivt semidefinit kvadratisk form?
c) indefinit kvadratisk form?

Ge exempel pa kvadratiska former Q(x,y) i varje deluppgift.

3. Vilka av foljande funktioner ar kvadratiska former?

a) Q(z1,m2) = 43 — 323

b) Q(x1,x2) = 22 + 271 + 223

c) Q(x1,22) = 23 + 2w129 + 273
) = 7

@

s

) Q(
) Q(
) Q(
d) Q(z1,22
) Q(
) Q(
) Q(

g

4.  Skriv foljande kvadratiska former pa matrisform, med en symmetrisk matris.
a) Q(z,y) = 5xy
b) Qz,y,2) = xy+y*+2* - 3yz

c) Qz,y,2) = (v —22)?

5.  Om Q(w1, 2, x3) ir en kvadratisk form géller Q(ax1, axe, ar3) = a?Q(x1, x2, T3)
for alla reella x1, x9, 3 och a.

a) Verifiera detta for Q(x1,r2,23) = 32?2 + 23 + 2179 — 31123 + Hr273 .

b) Verifiera att det inte giller for Q(x1,x2,73) = ¥3 — 3z173 + 5117273 .
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6. Lat Q(z1,22) = Taf — 3w12 + 323 och sitt X = (zl )

a)

b)

e)
f)

x2

Finn en symmetrisk 2 x 2-matris A sddan att Q(xq,79) = X'AX.
Kontrollera ditt svar genom att rikna ut produkten X*AX.

Finn en ON-bas {f1, fo} bestaende av egenvektorer till matrisen A. Be-
stdm ocksa motsvarande egenviarden A\; resp. Ao. Kontrollera.

Finn en ortogonalmatris T° och en diagonalmatris D sddana att A =
TDT*. Kontrollera.

Lat Y = (gl > vara koordinater i nya basen {f1, fo}. Uttryck @ som
2

funktion av y; och yy. Vilket samband giller mellan koordinaterna i den
nya basen och i den gamla?

Beskriv och rita den kurva som ges av sambandet Q(x1,x2) = 1.

Beskriv och rita den kurva som ges av sambandet Q(x1,x2) = 5.

7. Beskriv och rita kurvan Q(z1,2z2) = 1 om

a)
b)

Z1
8. Lat Q(x1, 29, 73) = 622 + 1523 + 923 — 4z123 och siitt X = ( To )

a)

b)

e)
f)

Q(x1,22) = bx? — 6z + H3.
1 2

Q(z1,12) = 322 — 8x129 + 923

€T3

Finn en symmetrisk 3 x 3-matris A sidan att Q(z1,z2,23) = X'AX.
Kontrollera ditt svar genom att rikna ut produkten X*AX.

Finn en ON-bas {fi, fo, f3} bestidende av egenvektorer till matrisen A.
Bestdm ocksa motsvarande egenvéirden A1, g resp. A3. Kontrollera.

Finn en ortogonalmatris 7' och en diagonalmatris D sadana att A =
TDT!. Kontrollera!

Y1 _
Lat Y = ( Y2 > vara koordinater i nya basen { f1, fa, f3}. Uttryck @ som
Y3

funktion av g1, y2 och ys. Vilket samband géller mellan koordinaterna i
den nya basen och i den gamla?

Beskriv och skissa den yta som ges av sambandet Q(x1,x2,x3) = 1.

Beskriv och skissa den yta som ges av sambandet Q(x1,x2,x3) = 5.

9. Beskriv och rita ytan Q(z1,x2,23) =1 om

2)
b)

2 ,.3.2,3.2 1
Q(z1, T2, 73) = o1 + 525 + 325 — 70273

Q(z1, w2, x3) = 423 + 423 + ba3 — 2m1705 — 22073 .
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Ledningar

Kapitel 1

3. Rital

4. Rita en figur. Teckna den sokta vektorn som summan av ett antal vektorer
som du sedan bestammer.

6. Anvind att |w|?> = w - w. For foljdfragan: Vad #r kortaste viigen mellan tva
punkter? Rita en triangel.

7. a,b) Anvind réknelagar for skalarprodukt till att multiplicera in i parentesen.
Satt sedan in de givna vérdena.
c¢) Kom ihag att [w|> = w - w.

8. a) Kom ihag att [w|> = w - w.

9.  Anvind riaknelagar for skalarprodukt till att multiplicera med parenteser. Vad
ar vinkeln mellan % och v7

15. Vektorn mellan tva punkter ér skillnaden mellan ortsvektorerna, t.ex. PQ =
0Q — OP. Avstandet dr detsamma som lingden av vektorn.

19. Beridkna skaldrprodukten for vektorerna pé tva sétt.

24. Anvind forst projektionsformeln, sedan att 4, =u —1u.

25. Skaldrmultiplicera den givna relationen med é;, 3 och e3 (en i taget).

26. Alt. 1: Forsok skriva en av vektorerna som en linjarkombination av de andra.
Alt. 2: Ta tva av vektorerna och bestdm en normalvektor till planet de spanner
upp (normalen ska vara vinkelrdt mot vektorerna i planet; anvind skalérpro-
dukt). Ar den tredje ortogonal mot normalen?

29. Vilken riktning har vektorprodukten? Hur lang dr den?

30. d) Forenkla forst sa langt som mojligt. Anvind sedan resultatet ifran a).

31. Bestéam forst vektorerna som motsvarar tva av sidorna.

32. a-+b och a—b ir vinkelrita om deras skaldrprodukt &r noll. Vilket villkor ger
detta for @ och b? Rita tva vektorer som uppfyller detta. Rita in vektorerna
a+bocha—b.

37. b) Normalen ska vara ortogonal mot riktningsvektorerna for planet. Anvind
skaldrprodukt for att stdlla upp ett ekvationssystem. Langden fér normalen
spelar ingen roll sa en koordinat kan viljas fritt.

40. z,y och z givna av linjens ekvation méste uppfylla planets ekvation. Detta ger

ett virde pa parametern ¢ vilket motsvarar punkten dar linjen skir planet.
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43. Hitta tva punkter (x,y, z) som uppfyller bada planens ekvationer. Notera att
virdet pa z bestdms av ekvationerna, medans det for x och y finns méanga
mojligheter. Vilken &ar linjen som gar genom dessa punkter? (Svaret kan se
olika ut beroende av val av punkter.)

Kapitel 2

5.  For att verifiera en riaknelag, rdkna ut hogerledet och vénsterledet i likheten
var for sig och kolla att det faktiskt blir samma svar.

6.  Anvind ridknelagarna for transponat fér kontrollen.

7. A2=AA, A3=AAA.

15. Om man multiplicerar med ratt matrisinvers fran ratt sida i likheten kan man
fa X resp. Y ensamt kvar i ena ledet.

16. Los ekvationerna i flera steg. Det ar liknande som nar man l6ser vanliga ek-
vationer, men man maste komma ihag att vid matrismultiplikation spelar det
roll fran vilket hall man multiplicerar och att istéllet for att dividera maste
man multiplicera med inversen.

17. a) Vad maéste gélla for att tva matriser ska kunna multipliceras? Av vilken typ
ar den nya matrisen?

b) Multiplicera B med A fran hoger och sedan fran vénster och se att det blir
samma.

18. b) Ser du nagot monster fran A, A% och A% som kan generaliseras? Eftersom
det &r en diagonal matris blir det relativt enkelt.

19. Anvénd definitionen av invers och kontrollera att multiplikation ger identitets-
matrisen.

Kapitel 3

3.  Anvind definitionen av linjér avbildning.

4.  Prova att sitta in lampliga varden pa t.ex. u eller A i definitionen av en linjar
avbildning. (Bevis finns i kursboken.) Vad blir G(0)?

7. Los ut F(ey), F(e2) och F(es).

8.  For tolkningen: Dela upp en godtycklig vektor « i komposanter parallella med
€1 resp. €z och se efter i din figur hur dessa avbildas. Vad blir alltsa F'(u)?

9. b) Bestdm forst var punkten (—2,3) hamnar vid projicering.
c¢) Bestam forst en riktningsvektor for linjen.

10. T en figur ses att om u = uy, + uy dér uy &r parallell med linjen och u, ar
ortogonal mot linjen ges u:s spegelbild i linjen av uttrycket @ — 24 .

16. Anvénd definitionen av linjar avbildning.
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17. d) Avbildningen Fy,, har avbildningsmatrisen Ay, och Fy o F, har avbild-
ningsmatrisen AgA,. Visa att dessa ar lika.

18. Skriv upp avbildningsmatrisen for rotationen och multiplicera denna med

1 N N
< 0) resp. <(1) . Rikna sedan ut skaldrprodukten mellan vektorerna som
fas samt kontrollera att de har langd 1.

Kapitel 4

4.  Gor radoperationer for att forenkla, t.ex. sd att matriserna blir trianguléra.

5. a,b) Anvind determinanter fér att avgora fragan. (Man kan &ven anvinda
definitionen av linjart beroende/oberoende, men detta kraver troligen langre
rikning.)

c) Anvénd definitionen av linjart beroende/oberoende. (Varfér kan man inte
anvinda determinant hér?)

Kapitel 5

7.  Ténk pa att ekvationerna inte maste skrivas i samma ordning som i uppgiften.

8.  b) Du sag vél att losningen blev samma som ’'parameterdelen’ av lésningen i
a~uppgiften? Varfor blir det sa?

9. Tank pa att ekvationerna inte méaste skrivas i samma ordning som i uppgiften.

13. Anvénd gausselimination for att skriva systemet pa trappstegsform. Nar blir
vansterledet i sista ekvationen noll? Vad blir det for 16sning da? Och om véans-
terledet inte blir noll?

14. Gausseliminera som vanligt. Vad maste a uppfylla for villkor for att du ska
kunna 16sa ut nagon obekant entydigt? Vad hénder om detta villkor inte &r
uppfyllt?

16. Koefficienterna i ekvationerna ger planens normalvektorer. Det inses lidtt att
(2 59)" och (12 4)! ej ér parallella s da &r inte heller planen parallella.

17. Varje ekvation av tre variabler kan alltid ses som ekvationen for ett plan. Pa
vilka olika sdtt kan tva plan skira varandra? Och tre plan?

18. Skriv upp vad det betyder att punkterna ligger pa grafen (tre punkter ger tre
villkor). Los det uppkomna ekvationssystemet.

19. Kalla t.ex. de sokta avstanden for x, y resp. z och anvind problemtexten till
att hitta linjara samband mellan dessa obekanta.

20. Var noga med enheterna. Vilka virden ar tillatna for eventuella parametrar i

16sningen?
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22. I uppgift a—d kan man 16sa ut X, berédkna nodvindiga inverser och sedan
berdkna X. Alternativt, och ofta lite effektivare, kan man for a) stélla upp
totalmatrisen och anvinda gausselimination, likasa for b) och d) om man forst
gor en omskrivning till formen “matris ganger X = en annan matris” (anvind
transponat for omskrivning i b). I e-f anviinds gausselimination.

26. Efter att du 16st uppgiften, observera att detta system faktiskt har en 16sning
och att denna &r samma som minsta kvadrat-lésningen — ddrmed &ar felet = 0.
Det hade forstas varit bést att forst forsoka 16sa ekvationssystemet som vanligt.

27. Om w &r bs ortogonalprojektion i det givna planet sa dr @ = x1% + 220 for
nagra tal z1 och xo. Med A = (7] T)) och z = <i1 ) ar saledes Az = w.

2
Tink nu pa att @ dr den vektor i planet som minimerar |b— |, d.v.s. "minsta
avstand=ortogonalt avstand”.

28. Ansétt y = kx+1 och sédtt in matpunkterna. D4 fas ett linjart ekvationssystem
for k och [.

30. Ett andragradspolynom ges av p(z) = az? 4 bz + c. Sitt in punkterna och
bestdm sedan bésta losningen for koefficienterna a, b och c.

31. Ta logaritmen av bada leden. Det ger ett linjart beroende av ¢.

Kapitel 6

3. Anvind t.ex. radoperationer for att forenkla till triangular form (alternativt
anvind Sarrus regel).

4.  Anvind radoperationer och/eller kolonnoperationer for att forenkla till tri-
angular form.

7.  a) Hur paverkar 2 ggr en rad? Och —1 ggr en rad?

b) Skriv om med hjilp av radoperationer i tva steg.
c) Téank dig t.ex. att du forenklat A till trianguldr form. Hur manga ganger
kommer faktorn framfor matrisen “paverka vardet” pa determinanten?

8.  Tetraederns volym &ar basytan-hojden/3. Parallellepipeden med samma sidor
har dubbelt sa stor basyta, och dess volym ges av basytan-hdjden.

10. Anvénd ridknelagarna for determinanter. Vad kan sdgas om det T ?

11. a) Borja t.ex. med radoperationerna r2 — 2rl och r3 — 3rl. Bryt sedan ut
gemensamma faktorer ur rad 2 och 3.

12. Summera samtliga rader.

13. Kom ihag att A &r inverterbar om och endast om det A =10.
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14. Ett ekvationssystem har unik 16sning om och endast om determinanten fér dess
koefficient-matris &r skild fran noll (d& &r den inverterbar). Undersok déarfor
nar determinanten ar 0.

Kapitel 7

2. Fundera 6ver vad det innebér att en méangd vektorer med ett visst antal element
ar linjart beroende resp. oberoende. For méangderna i denna uppgift behéver
man knappt rdkna for att kunna svara pa fragan.

3.  Avgor beroendet antingen genom att 16sa beroendeekvationen eller berdkna
determinanten av en matrisen. For en linjarkombination: Ansétt ¥; som en
linjarkombination av de andra tvé och 16s ekvationssystemet for koefficienterna.
(Varfor gar det inte i uppgift d, trots att vektorerna ar linjart beroende?)

7. Anvind t.ex. Gram-Schmidt-metoden. For att f4 en tredje vektor att utga
fran, ta vilken som helst (vélj en enkel!) som inte &r en linjairkombination av
de forsta tva. (Alternativt kan den tredje vektorn bestdmmas fran att dess
skaldrprodukt med de fosta tva ska vara noll.)

8.  Anvind t.ex. Gram-Schmidt-metoden.

12. Rita figur. Tre vektorer behover undersokas.

18. Kom ihag att en ortogonalmatris (dven kallad ON-matris) har kolumner som
ar normerade och ortogonala mot varandra.

21. b) Vad blir bilderna av de nya basvektorerna? Ténk pé att bilderna maste
uttryckas i nya basen for att ge avbildningsmatrisens kolonner.

d) Det riacker att gora en matrismultiplikation.

22. Anviind bassatsen for att bestimma matrisen. Hur paverkas f; och fo?

23. 7Axelparallell kvadrat med sida 1”7 innebéar att dess sidor ska ges av basvek-
torerna €1 och éy. Ett tips &ar att borja fran kvadraten och bestdmma vilken
avbildning som avbildar den pa parallellogrammen. Den sokta avbildningen &r
i d& inversen av denna. Areafordndring ges av determinanten.

Kapitel 8

3.  Los inte nagon sekularekvation. Anvénd istéllet definitionen av egenvirde och
egenvektor. (Berdkna Av.)

7.  Anvind linearieteten hos F' tillsammans med definitionen av egenvérde och
egenvektor.

11. Kom ihag att T~ = T* for ortogonalmatriser.
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13.

14.

15.

16.

17.

19.

Vad kan ségas om egenvektorer horande till olika egenvéirden till en symmetrisk
avbildning? For andra delen: notera att de givna egenvektorerna bildar en bas
for rummet och att definitionen av egenvérden och egenvektorer direkt ger F':s
avbildningsmatris i denna bas. Anvénd sedan basbytesformeln for att komma
tillbaka till den givna basen.

Ténk pa att en vektor w &r en egenvektor till F' om och endast om F(u) &r
parallell med .

c) Observera att egenvektorerna med egenvéirde 1 bildar ett plan i rummet,
och att de 6vriga egenvektorerna alla dr ortogonala mot detta plan. Kompo-
santuppdela @ i en komposant parallell med planet och en komposant parallell
med Gvriga egenvektorer. Hur avbildas dessa komposanter? Hur avbildas f6lj-
daktligen u?

Egenvektorer med egenvirde 1 &ndras inte av F. Sa vad dr det som faktiskt
andras av F'?7 Vilken ar dndringen?

a) Diagonalisera, ta potensen av diagonalmatrisen och transformera sedan till-
baka till den ursprungliga basen.

b) Diagonalisera, ta "kvadratroten” ur diagonalmatrisen och transformera se-
dan tillbaka till den ursprungliga basen (notera att det mesta av ridkningen
kan enkelt "kopieras” fran a-uppgiften med liten dndring).

a) Diagonalisera, ta potensen av diagonalmatrisen och transformera sedan till-
baka till den ursprungliga basen.

b) Diagonalisera, ta "kvadratroten” ur diagonalmatrisen och transformera se-
dan tillbaka till den ursprungliga basen.

Kapitel 9

6.

e) Hur ser detta samband ut i koordinaterna y; och y2? Vad &ar det for kurva?
Tink ocksa pa att yi-axeln ér riktad lings den nya basvektorn f.

f) Dela bada leden med 5. Hur &ndras kurvan jamfort med e)?

Gor som i uppgiften ovan.

b) Notera att en egenvektor och dess egenvéirde kan ses direkt i matrisen. (Testa
vektorn (0 1 0)%.)
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Svar
Kapitel 1
- 1 _
4. a)0Q = 5(1)1 + v2)
b) OR = ——(pi + o) ) 05 = 1 (i — qin)
= — P2 T qU1 C = —(pv2 —qu1
p+q pP—4q
6. a = arccos ;. Andra fallet & omdjligt, ty |u + 9| < |a| + || for alla vektorer
(tdnk pa sidorna i en triangel), men 6 > 2 + 3 = 5.
7. a) 16 b) —16 c) v/38
9. a)2 b) 6 c) 6 d) 24/19
_ u-v_ 1 _
10. u, =——wv, dar uy ar us ortogonalprojektion pa v.
TR

11. Vg = %ﬂ

13. Att @ = uié1 + uses. Koordinaterna ar < Zl > = < 31 >
9 _

14. —@_(:;)a—@_ <_23>,2a_<_62> och—312+217—<_77>.
3 -3 —6

15. PQ = <2>,PR:< 0 ) ochRQ:< 2 )
-4 -3 1

Storsta avstandet dr mellan R och Q (|RQ| = v/41).

16. —6

17. @-9=12, || =6, |o| =4v2 och o=

ENE

19. a) % b) 2

20. Ja. Den réta vinkeln finns i (1,2, 3).

21. v:t<_b>,teR.
a

22. 5ejp resp. é2

-3
23. -1
-2
2 17 3 7
24. =21 J,a, =i 4 },o,=2(1),0,=L| 6
- Uy =g » UL =g V) =10 » UL = 11 :
-2 19 1 —27

26. a) Ja b) Nej
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27. u x v ar den entydigt bestdmda vektor som uppfyller |u x v| = |u||v| sin o, dér
« ar vinkeln mellan 4 och v, u x v L @, 4 X ¥ L ¥ samt att @, ¥, 4 X ¥ ar positivt
orienterade.

—4
28. 5
6
1 : 1 s
29. 7 2 eller 7 -2
-1 1
1 -1
30. a) | —2 b) 36 c) 3v6 d) —Taxo="7( 2
7 -7

31. 56

32. |a| = |b| s& att @ och b spinner upp en romb. @+ b och @ — b #r diagonalerna
i romben.

33. axb=0;aoch b ir parallella.

34. En vektor som &r parallell med linjen, dock ej nollvektorn.

35. En vektor som ar ortogonal mot varje vektor som &r parallell med planet
(eller kortare mer oprecist: en vektor som &r ortogonal mot planet), dock ej
nollvektorn. Samtliga normalvektorer ges av A\in, A € R, A # 0.

36. z+2y+32=2

x 1 2 3

37. a)T.ex.<y>—<_1>+t<3>,t€R b)<_2>
c)3x—2y=>5 d)3x—2y=0

38.

y—1 z-1
c)l—z= D)
x 1 1
d) T.ex. (y):<1>+t<3>,t€R,skérL,
z 1 2
z 1 —1
och t.ex. (y) = <1>—|—t( 3 ),tER, ar parallell med L.
z 2 2
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o (1) () () o () o

b) T.ex. P:(2,0,0), @
c)r+y—z=2
d) T.ex. planet t +y — 2z = 0.

T 1 2
e) T.ex. (y)—(l)—i—s(—l),seR..
z 0 1

O =

f) T.ex. planet z —y = 0.
5. (3 2
40. Punkten ar (7, z, 1).

41. 4z —-2y+2=26

x 3 -2 -1
42. T.ex. <y>:(0>+s< 1 >+t< 0 >,s,t€R..
z 0 0 1
T 1 -1
s. <y):(1>+t<1>,tek
z 1 0

44. FEndast L; och Lg skir varandra. Detta intraffar i (g, —%, %)
45. 3r—y—2z= -5

46. 3x—Ddy+7z=5

47. a) Q= (—-3,1,3), Avstandetff
b) @ = (2,1,1), Avstandet—+/2.
o) R= (%1 -1), Avstandet:ﬁ.

T 3 -1
48. Linjen <y) = (2) —|—t< 0 ), t € R. Avstandet= 3v/3.
z 0 1

49. 3z —>Hy — 2z = —

1

50. 7

Kapitel 2

1. A har m rader och n kolumner. B maste vara av samma typ. C méste ha n
rader.

2 4 1 -1 0 3

2. 2a=(g ¢ )o-B=( 1 T )ars=(12)
21 3 3 2 2

Aep= (3 )as= (33 )ma=(2 )
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Man byter plats pa rader och kolonner, eller annorlunda uttryckt: Matrisens
element speglas i huvuddiagonalen. A &r symmetrisk om A = A?. D4 maste A
vara kvadratisk for annars dr A och A? av samma typ.

a,b) De som gar att berédkna &r:

7 6 —2
AC:<_01 _42(1)>,BC: -8 0 4 |,
-1 2 1
-7 =2
o (%) ma 5 1),
11

7
ato=( * , Au = -1 Ba=| -8, ca=("%).
-2 0 1 1
CA, AB, A+ B, B+ C, u+w, Cu, Aw och Bw existerar ej.
1 2 1 2
t_ t_
v=(o3)»=(20)
5 2 1 8
tpt t_ _ pt At
w2 = (18 )<
B &ar symmetrisk medan A och AB ej dr symmetriska.
8 =20 36 —92
2 _ 3
A_<—5 13 >’A_<—23 59 >
Summan av elementen pa diagonalen. Det ar en skalér, d.v.s. ett tal.
Trl,=n
TrTA=6,TrB=3.

A ar inverterbar om det finns en matris X saddan att AX = XA = I. Om detta
giller sitter vi A= = X.

2 0
-1_1
=5 0)

1 1 1 : : 1 1
A =3 < 1 ), B existerar €] och C == ( 1 2 )

== (2 )

1 2
a>X:(—2 3

N———

a4 1)
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16. a) X = A~1(C - B) b) X =(A-1)"'B
c) X = (AH"YI+C) d) X =(A"lc ‘B Y"1 =BCA
e) X=B+CB!'-2A
17. aym=n=p=q
16 0 64 0
2 _ 3 _
. = (19 0) o (%0),
22 Q)
b) A" = .
= (% )
c) Teex. B = ( 3 _(\)/§ >
Kapitel 3
1.  En vektorvird funktion F' som &r bade additiv och homogen, d.v.s. F(u+0) =
F(u)+ F(v) och F(Au) = AF(u) for alla vektorer @ och v och alla reella tal .
Projektioner, speglingar och rotationer ar exempel pa linjara avbildningar.
2.  A:s kolonner ges av koordinaterna for basvektorernas bilder, alltsé koordina-
terna for F'(e1), F(e2) och F(es), i basen {é1, €2, e3}.
Ty
F(u)=A| =z | (i basen {é1,€2,€3}).
T3
3 0 0
3. A= 0 3 0
0 0 3
4.  Avbildningen G é&r ej linjar.
1 3
. A= F(e; —éy) = —2e1 — 2e,.
5 ( 9 4 ) y (61 62) €1 €9
1 -1 0
6. A= -2 0 4 |,F(2e;+ex—e3)=e; —8ez+4es.
1 3 1
4 0 -1
7. A= 2 1 -1 ,F(2él—ég—|—2€3)=6§1—|—52—1453.
-7 2 1
1 0 . L
8. A= < 0 1 > . F' ar en spegling i é;-axeln.
9 3
— 1 1
9. a)A—10(31> b)m

c) A= % < _1f2 _912 ) . Avstandet = 2.
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1 —3 4 . )
10. a) A=< 4 3 b) Spegelbilden—(—1,3) . Avstandet = 2/5.
1 0 2
11. a)A=1[ 0 0 0 b) 3
2 0 4 ve
4 0 -2
12. a)B=1 5
-2 0 1
b) Punktens projektion ar (%, 3, —%) Avstandet = %
1 -2 2
13. a)A=1| -2 1 2
2 2 1
b) Spegelbilden blir (0, —2,1). Vinkeln= arccos (—%)

14. (FoG)(u) = F(G(u)) for alla u. Avbildningsmatrisen blir AB.

15. F~! 4r den avbildning som uppfyller F~'oF =1 och FoF~!=1.
Alternativ definition &r att for F~! giller F~'(u) =v < F(v) =1u.
Avbildningsmatrisen blir A=1.

17. a) F &r en rotation vinkeln 6 moturs. b) V2e, c) e+ V38,

18. De roterade vekt () oen L (7}

. De roterade vektorerna: 5 { = J och 75 { | .
19. a) Om man forst roterar vinkeln # moturs kan man enkelt komma tillbaka

20.

genom att rotera vinkel § medurs. Alltsa &r inversen rotation vinkeln 6 i negativ
riktning: (Rp)~! = R_y

) 1 V3
-1 _ . 2 2
b) (Rz)™ =R_z: V31

2 2
c) Rotation vinkeln — /3 f6ljt av rotation vinkeln /6 blir totalt rotationen
vinkeln —7/6.

V3 1

. 2 2
Rz 1 V3
)

a) Om man projicerar Jhamnar man” i planet. Andra gingen man projicerar
hénder ingenting mer.

b) Om man projicerar "hamnar man” i planet. Vektorer i planet paverkas inte
av den efterféljande speglingen.

c¢) Tank dig att du tittar pa planet fran ett hall fran vilket planet &r horisontellt
och en vektor pekar mot en punkt P; ovanfor planet. D4 kommer punkten
ligga rakt ovanfor projektionspunkten. Nar man speglar kommer spegelpunkten
ligga rakt under projektionspunkten. Den efterféljande projektionen gor att
“man hamnar” i projektionspunkten, sa den inledande speglingen péaverkar inte
slutresultatet.
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Kapitel 4
-3 4 —2
| 3 I T IR (e .
1 —3u = g |huto=| ., |hu-0v= 7 och @-v= -6
—15 6 4
-3 -2 5 4 5 =5 6 2
4 -3 -2 5 3 -3 8 =5
2 _ _
2 4 5 4 -3 =2 , AB = 2 3 -1 -1 ’
-2 5 4 =3 4 1 -3 6
-3 3 5 -1
6 1 -4 1
BA = -2 -3 5 6
1 0 3 4
4 2 -1 1
0 1 0 -1 . .
3 a) 00 1 -3/ b) Inversen existerar ej.
1 0 0 1/2
-6 4 11 -3
G 57 113
| 410 2
-3 2 11 4
4. a)lb b) —36
5.  a) Linjart oberoende.
4 1 2 1
e .. 1 2 -1 0
b) Linjéart beroende. T.ex. ar s =21 o | T3 5 | 4| 1
-3 -2 -1 -1
c) Linjéart oberoende.
Kapitel 5
1. Inga losningar, entydig 16sning eller oandligt manga l6sningar.
2.  Endast den triviala l6sningen 0 eller oindligt manga 16sningar.

s (n)-(4)
< ()-)

7.  Losning saknas.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1 2
=1 )+t -1],teRr.
0 1

1 —12 —6
><>:( ; >+t(4),tem
I3 0 1

T 1 -2
y | —2 1
I 1 +1 0 , s,teR.
w 0 1

1 =0, za=—1t, x3=0, x4 =t, tE€R.

a) a = —4: 16sning saknas. a # —4: entydig 16sning.
b) a = —4: oéndligt manga losningar. a # —4: entydig 16sning.
3a —2b b—9
— L, T2 =
-6 a—©6
a =6, b #9: Losning saknas.
a=6,b=9 21 =3-2t,z9=1t,teR.

a#6:x =

Punkten (z,y,2) = (2,—1,1).

(£)-(2) (1)

Varje ekvation av tre variabler motsvarar ett plan.

Tva plan kan antingen sammanfalla (=o#ndligt manga 16sningar), vara paral-
lella men ej samma (=ingen 16sning) eller skéira i en linje (=en l6sning).

Tre plan antingen sammanfalla (=odndligt manga losningar), ha tva eller alla
tre parallella (=ingen 16sning), parvis skdra varandra i linjer som &r parallel-
la (=ingen l6sning) eller skdra varandra i en punkt vilket sker om de parvisa

skdrningslinjerna inte ar parallella (—en 16sning).

p(z) =322 -2 -3
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19. a) Linnea bor 2 km fran universitetet, 4 km fran innerstan och 0,5 km fran
Ryds Herrgard.
b) Linus bor 2 km fran universitetet, 1,5 km fran innerstan och 2 km fran Ryds
Herrgard.
Bonusfrdgan: Linnea bor i Ryd E (studentbostdderna bakom Ryds Herrgard)
och Linus bor pa Flamman.
20. a) t dl standardmjélk, 15 — 2¢ dl mellanmjolk och —5 + 3¢ dl littmjolk, dér
P<t<e.
b) 6 dl standardmjolk och 4 dl lattmjolk.
21. 1 -1 1 3 —5 -5 12 0 9
A7'=4 1 1 -1 |,B?t'=( -3 4 5 |, D'=Ll 4 2 4 |.
-1 1 1 2 -2 -3 -6 0 —6
C~! existerar ej.
0 -1 5 -7 -1 4
22. a) X=1|3 -4 35 b) X=1| -28 -7 16
0 2 =22 18 6 —12
0 0 0 -6 -3 -7
1
) X=3| 18 4 -5 dx=1f 11 2 =
-6 —4 3 -4 -2 —-14
e) Saknar 16sning.
1 0 2 —2r —2s =2t
Hx=[210 |+ 3r 3s 3t , 1,8t ER.
0 2 1 T s t
23. Minsta kvadrat-16sningen &r det # som minimerar |b — AZ|. Den kan beriknas
genom att 16sa normalekvationen A*Az = A'D.
24. b)yz=2 1 Minimala virdet= -
. =35\ _1 ) =
2
c¢) Ortogonalprojektionen &r Az = % 1 |. Avstandet= %
-1
25. (%1 ) =1(2). Minimala virdet= /1.
xI9 3 6 3
26. < il > = < 1 . Det blir inget fel; minsta kvadrat-l6sningen ar hér en exakt
2
16sning. Systemet kunde ha 16sts utan minsta kvadrat-metoden.
27.

6
Ortogonalprojektionen ar % < 15 )
-3
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28. Linjen blir y = gx — % .

29. Linjen blir y = 1,98t + 3, 00. Kvadratiska medelfelet = 0, 082.
30. Andragradspolynomet blir y = ng + 3z + %

31. a) Med r = Iny kan vi minsta kvadrat-anpassa en rit linje till métserien
(tl,T'l) = (0,0), (tg,?"g) = (1,1n2), (t3,7“3) = (2,31n2).

. (5 3 A 7In2
b) Normalekvationen blir ( 3 3 > (lnC) = (41112 )

Den sokta exponentialkurvan blir y = 9-5e(32)t

Kapitel 6

1. a) det A = ujvows +v1waus +wiugVs — UzVW] — V3WU] — W3UgV] Ar en skaldr.
b) | det A| ger volymen av parallellepipeden.

e) det A > 0 om @, v, w &r positivt orienterade. det A < 0 om u, v, w &r negativt
orienterade.

d) T.ex. det A=1u- (v x w).
e)det B=3det A, detC =detD =det A.

2. detA=6, det B=0 och detC:%

3 a) —2 b) 0

4 a) —84 b) 1

5.  Arean ir 10 areaenheter.

6.  Volymen ar 9 volymsenheter.

7. a)—2detA b) 3det A c) 5 det A

8. Volymen = % volymsenheter.

9. a)-2 b) det C'det(D +I)
11. a) 2 =+V2 z=42. b) z=1, z=3.

12. (a+2b)(a — b)?
13. a # +2
14. a = 4: Ingen skdrningspunkt. a # 4, —2: Exakt en skdrningspunkt.

T 0 —2
a = —2: Skdrningen utgdrs av linjen (y) = (1/2) —i—t( 2 ), teR
z 0 1

(d.v.s. mer &n en skidrningspunkt).
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Kapitel 7

1. Att nagon av vektorerna v1,...,U, kan skrivas som en linjarkombination av
de ovriga.

2. ¢, d),e), g) och h) #r linjirt beroende. Ovriga &r linjért oberoende.

3. a) Linjart beroende och u = —v + w.

b) Linjért oberoende. @ &r alltsd ingen linjairkombination av de andra.

c¢) Linjart beroende och @ = %T) - %12).

d) Linjart beroende, men @ dr ingen linjarkombination av v och w (dessa tvéa
ar ndmligen parallella).

4. a) Nej b) Nej c) Ja d) Ja, genom att normera vektorerna.

f 3 7 —4
_1 _1
5. T.eX.fl—5<4>,f2—5<3>.
1 ! 1 ) 1 !
6. a) Linjart oberoende. En ON-bas: 7 (1) NG % 7 _11 .
b) Linjart beroende (t.ex. si ar v3 = 01 + 2).
1 2 1 2 1 :
c¢) Linjart oberoende. En ON-bas: 7 0.5z % |.3( 2 .
1 4 -2
B 1 _ . 4 B . -1
7. a)TeXfi:\/% 2 7f2:ﬁ 1 ,3:76 2
3 -2 -1
7 1 3 3 1 . 7 1 3
b)T.eX.flzﬁ 1 y 22\/? 3 5 327’@ -1 .
1 0 10
1 1 1

8. Tex. % _01 ) % 1 , % —12 ar en ON-bas med forsta och tred-
je basvektorn i II.

9.  Bada har tinkt fel. {fi, f2, f3} #r ingen bas for rummet eftersom vektorerna
ar linjart beroende.

10. T.ex. att A #r inverterbar, att ekvationssystemet AZ = b har entydig 16sning
for alla b och att A:s kolonner (likasa raderna) r linjért oberoende och dérfor
utgor en bas for rummet.

11, z=0w=u+".

12.

r=1: w=—-3u-+4v.

2 —
— g?).

g
w0
|

_ _ 5.
xr = ok

a=1
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

a) T:s forsta kolonn ges av f1:s koordinater i basen {éy, €2, €3}, 0.5.v.
f=el & e= inl

B X=TY & Y=T"1X

C) Af = TﬁlAeT & A= TAfol

(—4z1 + 3x2)

(221 — x29)

{ r1 = y1+3y2 { Y1
=
T2 = 2y1 +4y Y2 =

1
2
1
2

(Detta kommer fran X =TY < Y =T"'X med T = ( ; 2 ) )

0(5) 0 a(A)e()

T—! = T*. Den nya basen #r ocksa en ON-bas.

En isometrisk avbildning bevarar skaldrprodukter och ddrmed bade lingder
och vinklar. Dess matris ar en ortogonalmatris. Exempel: rotationer och speg-
lingar.

a) Ortogonal

b) Ej ortogonal. % < _11 ) som sista kolumn ger ortogonalmatris.

c¢) Ortogonal.

0
d) Ej ortogonal. ( 1 ) som sista kolumn ger ortogonalmatris.
0

e) Ej ortogonal. Kan inte goras ortogonal bara genom att dndra sista kolumnen.
(Men den blir ortogonal om man normerar de forsta tva kolumnerna.)

sr-1(s )

b) Ja, T &r en ortogonalmatris.

) y1 = 5(z1+ V3a2), y2 = 1(—V3a1 + x2).
_ (V3 0 v -1 V3
D= (V) =t (B )

Anmérkning: Om man, som hér, lyckas hitta en bas i vilken en linjar avbild-
nings matris blir en diagonalmatris, sdger man att man har diagonaliserat
avbildningen. Att hitta sddana baser 4r huvudnumret i nésta kapitel.

.. 1 -1
(i B)=(a eg)T,darT—\}§<1 1 )
J



Svar till Kapitel 8

50
! 0\ |, (2
21. a)Tex.¢—=|0],[1],==| ©
°\ 2 0) Vo \ 1
00 0 4 0 =2
b)Ap=| 0 1 0 )Ac=12[ 0 5 0
00 1 -2 0 1
4 -1.0 0
d)é<5> e)Bf=| 0 1 0
—2 0 0 1
3.0 —4
f)yB.=2( 0 5 0 g (-3 -1,-%)
4 0 -3

h) Du upptéckte vl att i detta fall &r F'o G = G o F = F, alltsd samma som
bara ortogonalprojektion?

10 . .. : .. D ..
22. Ay = < 0 0 ), vilket &r matrisen for ortogonalprojektion pa forsta basvek-

torn, d.v.s. pa linjen med f; som riktningsvektor (och fa som normal).

23. T.ex. avbildningen med matrisen A = % < _42 _31 > Arean &r 10.

Kapitel 8

1. Au=M\u och u#0.

2.  Egenvérdena ér de reella l6sningarna A till sekularekvationen det(A—AE) =0.
-9 -1
3. 1 ] egenvektor med egenvérde 1. 1/2 | egenvektor med egenvirde —1.
1 ~1/2

4.  Egenvektorerna t ( _12 ) , t # 0, har egenvérdet —3.

Egenvektorerna t ( ! ) , t # 0, har egenvérdet 5.

2

5. a) Egenvérden 1 och 3 med egenvektorerna ¢ ( _11 > resp. t < 1 ) , t#0.
b) Egenvérden (och ddrmed &ven egenvektorer) saknas.

c) Egenvérde % med egenvektorerna t < } > , t# 0.
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o1

10.

11.

12.

13.

a) Egenvirden 2, 1 och —1 med egenvektorerna

1 1 1
t{1|,t#0,¢| =1 |,t#0,resp. t| 1 |,t#0.
1 0 -2

c¢) Egenvérden -1 och 1 med egenvektorerna

2 -1 -1
t(—l),t#o,resp. t( 1 >+s< 0 ),s,tejbéda().
1 0 1

d) Egenvirden —4 och 3 med egenvektorerna

—6 5
t( 8 ),t#Oresp. t(—Q),t;éO.
3 1

F(—u+20) = —2u— 20, F2u—v)=4u+0,
F?(u) = 4au, F5(0) = —v,
F%(2u + 3v) = 8u + 30,

F~l(u) = 1, F~1(2u+30) =u—30.

Det maste finnas en bas bestaende av egenvektorer till A.

Det finns en ON-bas av egenvektorer till en matris om och endast om matrisen
ar symmetrisk.

n
TrA= Z Ai (egenviirden med multiplicitet riknas flera ganger).
i=1

2 1 1 0
a)T.ex.T:\}g<_1 2>ochD:<0 2).

7
Kolumnerna i T utgér en ON-bas av egenvektorer.
V2 V3 -1 4 00
b)T.eX.T:% V2 V3 -1 lochD=]| 01 0
V2.0 2 00 1

Kolumnerna i T utgér en ON-bas av egenvektorer.

Att matrisen A gar diagonalisera foljer fran att den dr symmetrisk.

3 0 0 O 1 1 0 O
o100 (110 0

Tex. D= 00 5 0 och T—\/§ 00 1 1
0 0 0 1 0O 0 1 -1

Egenvirdena ar pa diagonalen i D och T':s kolonner utgér en ON-bas av egen-
vektorer. Tr A =Tr D = 10.

F &r ej symmetrisk eftersom egenvektorer hérande till skilda egenvérden ej ar
-1 1 -1

ortogonala. Avbildningsmatrisen blir % -1 1 1
-2 2 0
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14. a) Om 7 ar en normalvektor till IT s& ar vektorerna tn, t # 0, egenvektorer
med egenvirde 0. Alla nollskilda vektorer som &r parallella med II (alltsa or-
togonala mot n) ar egenvektorer med egenvérde 1.
0 0 O
D=0 1 0
0 0 1
b) Som i a) men egenvirde —1 istéllet for 0 for vektorer parallella med 7.
-1 0 0
De=| 0 1 0
0 0 1
¢) Om 0 = 0 (ger identitetsavbildningen): Egenvérde 1 for alla vektorer.
Om 0 = 7 (vridning ett halv varv): Vektorerna tv, ¢t # 0, ar egenvektorer
med egenvérde 1. Alla nollskilda vektorer som &r ortogonala mot o &dr egenvek-
torer med egenvarde —1.
Om 6 # 0,7: Egenvérde 1 for vektorerna to, t # 0. Avbildningen &r inte
diagonaliserbar.
1 00
Dpp=—o=1| 0 1 0 Dy p=r =
0 0 1
1 2
15. a)t , t# 0, egenvarde 0. t , t,s ej bada 0, egenvérde 1.
2
b) T.ex. {f17f27f3}_{\/15< ) < )7 15( >}
1 0 =2 0 0 O
— 1 —
T_\/gox/go,Af_()lo.
2 0 1 0 0 1
c) F &r ortogonalprojektionen i planet x + 2z = 0.
16. En strickning en faktor 3 i riktningen (1 2 — 2)%.
9" +1 9" -1
17. a) A" =1
2) 2(9”—1 9n+1>
s . 1 2 2 1
b) Det finns fyra mojliga matriser B: + ( 9 1 ) och £ < 1 o )
10 1 0 1 0
2 _ 3 n _
n+l _ an n+l _ o9 an
1. a)A":<2 3" 2 23)

3n 2" 2.3"-2"

2V2 -3 2v2-2V3
b)T.ex.Xz( V3-vV3 232 )



Svar till Kapitel 9
var till Kapite 53

Kapitel 9

A B
L Qv = (o a) (o ) (2) = s+ 2B+ O,

x2
med A, B, C konstanter.
2. a) Alla egenviirden ir positiva. T.ex. Q(z,y) = 2% + 2.
b) Minst ett egenvirde #r noll, de dvriga dr positiva. T.ex. Q(z,y) = 22.

¢) Det finns bade positiva och negativa egenvirden. T.ex. Q(z,y) = 22 — 2.

3. a),c),d),e) och g) ar kvadratiska former.

4. a) Qz,y) = (z y) < 532 5(/)2 > <§>

0 1/2 0 x
b) Q(z,y,2) =(z y 2)| 1/2 1 =3/2 <y>
0 -3/2 1

1 -3 5/2 0
— _1 —
C)T.GX.T—\/E<3 1 >0Ch D_< 0 15/2>.
+

d) Qy1,2) = Y'DY = 347

X =TY,dvs. {

e) En ellips med centrum i origo samt halvaxellangder \/g och 4/ % i riktning-
arna f1 resp. fo.
f) En ellips med centrum i origo samt halvaxellingder /2 och \/g i riktning-
arna fl resp. fg.

7. a) En ellips med centrum i origo samt halvaxlar - och -1- i riktningarna

V2 2V2
(1 1)t resp. (=1 1)t
b) En ellips med centrum i origo samt halvaxlar 1 och \/% i riktningarna (2 1)
resp. (—1 2)°.
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5 0 -2
8. a)A=1| 0 15 0
-2 0 9

2 -1 0
b) T.ex. fi = % <0), fo=- ( 0 ), f3 = (—1>med egenvardena
1 2 0

A1 =5, Ay = 10 resp. A3 = 15.

E

2 -1 0 5 0 0
c) Tex. T = % 0 0 =5 |och D=| 0 10 0
1 2 0 0 0 15

= %(291 —y2)
d) Q=Y'DY =5y +10y3 + 15y2. X =TY ,dvs. { @2 = —y3
3 = = (y1 + 2y2)

e) En ellipsoid med centrum i origo samt halvaxellangder %, \/%T)OCh \/% i

riktningarna fi, fo resp. fs.
f) En ellipsoid med centrum i origo samt halvaxellangder 1, % och % i rikt-
ningarna, f1, fa resp. fs.

9. a) En ellipsoid med centrum i origo samt halvaxellingder 1, /2 och 2 i rikt-
ningarna (1 0 0)*, (0 1 —1)" resp. (0 1 1)
b) En ellipsoid med centrum i origo samt halvaxellangder %, % och % i
riktningarna (1 1 1)*, (1 —1 0)'resp. (1 1 —2)%.



