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Inledning

Detta dokument, som inte utger sig for att ge en heltédckande bild av kursen,
vill vara en hjilp for Dig att repetera nagra moment i kursen M0043M.

Borja med att ldsa igenom texten som hor till varje avsnitt, Forsok
dérefter att losa nagra uppgifter i varje del. Misslyckas Du: Léas och repe-
tera motsvarande avsnitt i kursboken eller i mina stordior/skrivplattor.

Lés och helst rakna igenom for problemet relevanta typexempel boken /mina
stordior presenterar. Atervind sedan till Din ofullbordade 16sning. Férhoppningsvis
gar det battre denna gang!

Tillsammans med en 6énskan om en God Jul och ett Gott Nytt Ar vill jag
onska dig all lycka med repetitionsarbetet!

Staffan.
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1 Forsling-Neymark(FN), kapitel 5-6

1.1 Avsnitt 5.1-5.5

Begreppet primitiv funktion s. 236-237 &r vésentligt. Pa s. 239 listas for
kursen viktiga primitiva funktioner. Dessa maste Du behérska. Glom inte
integrationskonstanten vid obestdmda integraler!

Sats 5.3 beskriver viktiga rdkneregler. Satsen bygger pa integralens linjéra
egenskaper. Ex 5.5 jitteviktigt. Enda gangen man ska dividera med inre
derivatan &r nér den inre funktionen &r av hogst grad 1 (linjar funktion).

Avsnitt 5.2 beskriver viktiga integrationsmetoder, den partiella integra-
tionen respektive variabelbytet. Grundtanken i den partiella integrationen
ar att som regel sdnka gradtalet hos potensfunktionen x” genom derivering.
Ibland maste dock potensfunktionen integreras, se Ex 5.9.

I avsnittet berors ocksa variabelbytet, ocksa jatteviktig metod. Bra ex-
empel i ldroboken. Lés dessa!

Avsnittet 5.3 beror tekniker hur man integrerar rationella funktioner. Vik-
tigt: Kolla gradtalet hos téljaren. Ar detta gradtal > gradtalet hos namnaren:
Utfoér polynomdivision.

Kvadratkomplettering &r ocksa ett viktigt verktyg i dessa sammanhang,
Ex 5.21. Aven uppdelning i partialbrak forekommer ofta, se Exempel 5.22-
5.24.

Avsnitten 5.4 - 5.5 beskriver speciella tekniker ndr man integrerar trigo-
nometriska uttryck respektive rotuttyck. Exemplen innehalla manga tekni-
kaliteter som kan vara svara att forsta.

1.2 Avsnitt 6.1-6-4

Kapitlet inleds med integralens areatolkning. I avsn. 6.1 redogors for over-
och undersummor, viktiga pusselbitar i den bestdmda integralens definition.
Glom inte Def. 6.3 pa s. 278. Praktisk att anvéinda i manga integralsamman-
hang.

Avsnittet 6.4 frigér integralbegreppet fran areatolkningen. En fundamen-
tal sats &r Analysens Huvudsats, Sats 6.7 s. 285. Bra exempel: Ex 6.10-6.11.

I avsnittet knyter man samman huvudsatsen med teknikerna i kap. 5.
Viktigt avsnitt som du forutsitts behérska.



4% — b2+ 4 1
1. Beréikna/ :1;’ AT dz.
(z —1)2(z2 + 1)

I
2. Beréikna/ xsin(z?) d.
0

3. (a) Berékna
2

/ dx
22+ 9z

1

Svara med ndrmevérde (4 dec)

(b) Bestam arean av det plana omradet, begrénsat av

2

r=y?’—n* och z=siny.

Svara med ndrmevérde (4 dec)

(c) Bestdm samtliga primitiva funktioner till
fla)=(z+3)e™.

4. Los integralerna (svara exakt, ej ndrmevérde)

(2 .
nxr
[ ?dﬂf,

w/4 o

SN xr

5 . etanm dI‘
0 COS° T

(b)

(¢) Kurvan y = +/z och dess normal i punkten P=(4,2), begrinsar
tillsammans med z-axeln ett begridnsat omrade. Bestdm exakt
omradets area.




2 (FN), kapitel 7 samt utdelat material

2.1 Avsnitt 7.1-7.3

I avsnittet 7.1 tillimpas integralens areatolkning. Bra exempel: Ex 7.2.

Avsnitt 7.2 beskriver metoder att bestdmma lingden av funktionskurvan
y = f(x). Se Ex 7.5..

Avsnittet 7.3 beskriver olika tekniker vid volymbestamning. Det generel-
la volymselementet dV = A(z)dz har viktigt specialfall: Rotationsvolymer
kring bagge axlarna. Du ska behérska bade cirkulédra tvérsnitt och cylindriska
skal.

2.2 Avsnitt 7.6 samt utdelat material

Trapetsregeln dr en viktig numerisk metod for approximering av bestdmda
integraler av typen

Delintervallens lingd h = (b — a)/n.



5. Berdkna volymen av det begrdnsade omradet
0<z<1, 0<y<arctan(x),
roterat runt y-axeln. Svara exakt el. ndarmevérde (4 dec)

6. Lat R vara omradet begrinsat av kurvan f(z) = (x + 1)*, z-axeln och
linjerna x = 0 och x = 2. Bestdm volymen av den rotationskropp som
uppkommer genom att rotera R kring z-axeln. Svar exakt eller med
niarmevérde (2 dec).

7. Approximera
1

/cos(:v2 +z) dx

0

med trapetsregeln, steg h = 0.125.




3 Lemurell (L), kapitel 5

3.1 Avsnitt 5.1-5.5

Begreppet linjira ekvationssystem inleder den forsta delen av kursen i Linjar
algebra. Vi kidnner nog igen losningsstrategin for ekvationssystem med tva
ekvationer och tva obekanta fran gymnasiet.

Overbestamda ekvationssystem, dvs. system dér antalet ekvationer éver-
stiger antalet obekanta, beskrivs losningarna till 6verbestdmda system som
regel med hjélp av en parameter. Losning saknas som regel (men kan approx-
imativt bestimmas med s.k. minstakvadrat-teknik).

Om ekvationssystemet &r underbestédmt, dvs. har farre ekvationer &n obe-
kanta, kan s.k. icke-triviala l6sningar existera. De &r i sa fall odndligt manga.

[ avsnitt 5.3.1 infors begreppet totalmatris (eller utokad matris). Nér
man loser ett linjart ekvationssystem, anvinder man sig av en speciell me-
tod: Gausseliminationen. Den bygger pa s.k. tillatna radoperationer, s. 151.
Losningen mynnar ut i ett ekvationssystem pa trappform, Ex. 5.4 s. 150.
Gausseliminationen atfoljs av den s.k. bakatsubstitutionen, vilken fullbordar
ekvationslosningen.

I avsnitt 5.5 beskrivs homogena ekvationssystem, dvs. system dar hoger-
ledet &r nollvektorn. Proposition 5.31 ar viktig: Homogena system &r alltid
16sbara.

Avsnitt 5.4 behandlar matrisinvers (iven om begreppet flyktigt berors
i avsnitt 2.3), en viktig tillimpning av kvadratiska matriser. I avsnittet
anvénds Gauss-Jordans algoritm (Exempel 5.30, s. 169) for matrisinverte-
ring.

Anm Uppgifterna 10-13 16ses lampligen i samband med repetition av
kapitel 6.



8. Los ekvationssystemet

(a)
Sr+2y+22= 7
r— y+3z= 8
3r — y—32=-2

(b)
20 +3y — z2=3
T—2y+3z=95

9. Los ekvationssystemet

3r+ y-—52= 8
2e+ y+ z=1
rT— y— 2= 2
r—2y+4z=-3

10. Ange for alla reella a 16sningsméngden till ekvationssystemet

2rx+ y+22=3
ar +2y+ z=1
r+3y - z=4




11. Vad ar villkoret pa talet a for att ekvationssystemet

r+2y-3z=1
3r — y+2z=a
r—-oy+8z=1

skall ha nagon 16sning?

12. Bestam varje virde pa konstanten a for vilket det existerar en rét linje
parallell med de tre planen x +y + 2z = 1, ar + (a + 3)y + z = 2,
dr—ay + 2z = 3.

13. Bestam for varje a-vérde antalet 16sningar till systemet

2ar + 3y + az=4a
r + (a-1)y = a
-y +2z=1




4 (L), kapitel 2

4.1 Avsnitt 2.1, 2.3

I detta kapitel far matriserna sin definitiva presentation. Observera stor-

leksangivelsen: En matris ar av typen m X n har m rader och n kolonner.

Kvadratiska matriser ar ett viktigt specialfall. Rad- och kolonnvektorer likasa.

En radvektor dr en 1 x n-matris, medan en kolonnvektor ar en m x 1-matris.
Ett linjart ekvationssystem kan med matriser skrivas

Ax = b.
I avsnittet 2.1 gar man igenom de viktigaste raknereglerna:
e Addition och subtraktion
e Multiplikation av matris med reellt tal (skalér)
e Matrismultiplikation

Matrismultiplikationen C = AB &r speciell. Om A & m x n, B &r n x p
(OBS att A har lika manga kolonner som B har rader), berdknas c¢;; som
skaldrprodukten mellan A:s i-te rad och B:s j-te kolonn.

Notera begreppet enhetsmatris (identitetsmatris) (Prop. 2.35, s. 78, samt
s.79).

4.2 Avsnitt 2.2

I detta avsnitt definieras determinanten fér 2 x 2- och 3 x 3-matriser.
Begreppet determinant hor samman med kvadratiska matriser. Determi-
nanten har en omedelbar geometrisk tolkning: Area/Volym med tecken: Se
s. 7T0ff. Sarrus regel (s. 73) dr anvandbar for determinanter av hogst tredje
ordning.
Notera riknereglerna i Prop. 2.31, s. 76.



14. Sitt A=[1 1 3] och

1 -1 2
B=12 0 3
3 1 0
Beriikna ABT. Berikna (AB)”.
15. Bestam inversen till matrisen
(a)
1 -3 1
4 11 -3
2 -6 3
(b)
2 1 -1
2 3 2
3 2 -1
16. Berikna B 1A da
1 01 0 1 1
A=10 1 1|{,B=|-11 0
110 1 -1

17. Los matrisekvationen




5 (L), kapitel 6

5.1 Avsnitt 6.1, 6.3

Hér generaliseras begreppet determinant till godtyckliga kvadratiska matri-
ser.

Sats 6.5 séger att determinanten till en 6ver- eller undertrianguldr matris
ar produkten av diagonalelementen. I Exempel 6.6 anvénds bl.a. Gausselimi-
nation for att generera en trappstegsmatris. Sedan ar determinantbestdmningen
enkel.

I mina stordior till Lektion 10 gar jag igenom en anvindbar algoritm for
beridkning av godtyckliga determinanter: Man gor en s.k. Laplace-utveckling
efter rad eller efter kolonn.

Léar dig att kombinera rakneregler for determinanter med Laplace-utveckling.
Stréva efter att fa sa manga nollor som mojligt i en rad/kolonn innan du gor
Laplace-utveckling.

Anmirkning: Lemurell har valt att utesluta Laplaceutvecklingen (s.
195) och har valt en annan vég, dar kombinatorik utnyttjas.

Detta gors i avsnitt 6.2, vilket faller utanfor kursens ramar.

10



18. Beridkna
(a)

Determinantteorin tillimpas ofta pa kvadratiska ekvationssystem. Med deter-
minanter kan man analysera losningar till sadana ekvationssystem. Se mina
stordior till Lektion 12.

Anm Har ar det lampligt att 16sa uppgifterna 10-13.

11



6 (L), kapitel 8

6.1 Avsnitt 8.1-8.2

Egenvirden och egenvektorer avslutar kursmomentet i linjér algebra. Man
studerar
Ax = A\x, dér A dr av typ n X n.

Skaldren A kallas egenvirde, medan tillhorande vektor x kallas egenvektor.
Determinanten &r hér ett viktigt verktyg. Man soker icke-triviala 16sningar
till det homogena systemet (A — Al,,)x = 0, dér |,, & enhetsmatrisen av typ
n xn. Det ger upphov till en ekvation i A, den s.k. karakteristiska ekvationen

det(A — Al,,) = 0.

Egenvérdesteorin har en stark koppling till tillimpade problem i bl.a.
hallfasthetsléira.

19. Bestdm egenvirden och egenvektorer till:

(a)
]

(b)

w O =
~ = O
W~

20. Bestam Al da

12



7 (L), kapitel 1

7.1 Avsnitt 1.1-1.2

Med avsnittet 1.1 inleds den egentliga vektorldran. Pa komponentform skrivs
U1

en vektor pa kolonnform: v = | v,
U3

Med fotpunkt och spets givna pa koordinatform, kan komponentformen
létt berdknas med minnesregeln ”spets minus fotpunkt”; s. 35.

Lagg marke till viktiga rdkneregler, sammanfattade i Prop. 1.8 s. 10. I
Ex. 1.6 s. 8, beskrivs en viktig egenskap: parallella vektorer ar proportionella:
ul|lveu=t-v, tekR

Pa s. 6 definieras hur en vektors lingd |v|, (larobokens beteckning ||v||).
Observera att |v| dr en skalar storhet. Pa s. 12 beskrivs ocksa den viktiga
normeringen, dvs. hur man skalar om en vektor till att fa enhetslangd (=1).

Sadana vektorer, enhetsvektorer, &dr viktiga verktyg i vektorldran. e = —.

v
1 a
21. Bestdm de vérden pa a for vilka vektorerna a och | 4 ar
a—+1 —a
parallella.
3 0 -2
22. Undersok om vektorerna | O |, | 5 | och | 3 | ligger i samma plan.
1 0 4

23. Ar punkterna P : (3,7,-2), Q : (5,5,1), R: (6,-2,2) samt S : (4,0, 1)
horn i en parallellogram?

24. En cirkel med medelpunkten i M : (-4, 1) har &ndpunkten till en diameter
i punkten P : (2,6). Var ligger denna diameters andra punkt?

3 -1 4
25. For vilket virde pa a kan vektorerna | 1 |, 3 och | —2 | bilda
a 4 —6

sidor i en triangel?

13



7.2 Avsnitt 1.5

I Avsn 1.5 infors basbegreppet pa ett intuitivt sédtt. Definition 1.33 s. 30
beskriver hur en vektor skrivs som en linjdrkombination av ortogonala en-
hetsvektorer, basvektorerna. I exempelvis R? #r basvektorerna

1 0 0
e, = 0 , e, = 1 , e, = 0
0 1

Vektorerna ovan ér riktningsvektorer for de tre koordinataxlarna. De har
samtliga ldngd 1 och &r inbordes ortogonala. Man brukar prata om ON-baser
i detta sammanhang. ON=Orto-Normerad. Se s. 31.

7.3 Avsnitt 1.3

I avsnitt 1.3 berors den ena av de tva viktiga produkterna: Skalarprodukten,
som levererar en skalér.

Skalarprodukten u-v, diar ” gangertecknet” maste tydligt markeras, har sin
definition pas. 14 samt Sats 1.38 s. 34, dar komponentformen for skalarprodukt
i en ON-bas presenteras. Bigge varianterna maste behérskas.

Réknereglerna for skalarprodukt sammanfattas i Prop. 1.19, s. 17.

I Prop. 1.16, s. 15, star ocksa ett jatteviktigt kriterium for ortogonala
vektorer (en konsekvens av definitionen):

ulveu-v=0.

En omedelbar tillimpning av skaldrprodukten &r den vinkelrédta projek-
tionen av v pa linjen L, med beteckningen v, lings enhetsriktningsvektorn
e:

vy = (v-e)e.
Se Sats 1.20 s. 19.
Den viktiga komposantuppdelningen beskrivs i Fig. 1.11, s.16.

14



7.4 Avsnitt 1.4

I avsnitt 1.4 bertrs den andra av de tva viktiga produkterna:

Vektor- (eller kryss-)produkten, vars resultat dr vektoriellt. Se Def. 1.27
s. 25.

Réknereglerna for kryssprodukt sammanfattas i Prop. 1.32; s. 27. Obser-
vera att kryssprodukt dr relevant enbart i R3.

[ en ON-bas giller komponentformen for kryssprodukten, se avsnitt 1.5.2:

Uy (%1 U2V3 — U3V
u= U9 , V= V2 , = uUXv= U3V — UV3
us U3 U1V — U2y

Denna vektor ska inte memoreras. Man plockar fram den med hjilp av Sarrus
regel s. 73.
I Avsn 1.4 behandlas d&ven den geometriska tolkningen av kryssprodukten.

15



26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

1
Bestam vinkeln mellan vektorerna | 2 | och 2
3

-3
a 2a
For vilka viarden pa a ar vektorerna | —2 | och a vinkelrédta?
1 —4

Bestdm en enhetsvektor i yz—planet som &ar vinkelrdt mot vektorn
1
2
—1

Bestéam en vektor vars vinklar med positiva x—, y— och z—axlarna ar /3,
37 /4 resp 27m/3 och vars langd &r 2.

3 1
Bestam projektionen av vektorn | 3 | pa vektorn | 2
3 1
2 1
Bestdm projektionen och dess langd av | —3 | pa | 2
6 2
7
Skriv vektorn | —2 | som en summa av tva vektorer, varav den ena ar
3
2
parallell med | 2 | och den andra &r vinkelrdt mot samma vektor.
1

Bestdm de bada enhetsvektorer som &r ortogonala mot vektorerna
2 4

—6 | och 3
-3 -1
1 T 1
Ange ett virde pa talet a sa att ekvationen | 2 | x | y | = | a | blir
3 z 3
l6sbar.

16



7.5 Avsnitt 1.6.1

I avsnitt 1.6.1 beskrivs rita linjen i R? och R3. For det plana fallet kiinner
vi redan till y = kx + m. Det nya &r att man kan parameterframstilla en
rit linje: P = Py + tv, ddr v ér en riktningsvektor till linjen. Har 4r nagra
vanliga former pa beskrivningar av en réat linje (O &r ett referens-origo):

L:O?zO—ﬁo—i-tU

T o «Q
L y|=1|v |+t |8
z 20 Y
r = x9+at
L:q¢ y = yo+pt
zZ = Zo—i‘”}/t

Observera: I R? finns bara en form av riit linje: Den parameterframstiillda.

35. Bestdam ekvationen for den rédta linje som gar genom punkterna P :
(1,0,-2) och P, : (4,6,2).

36. Avgor om nagon av punkterna P; : (1,4,-1) eller P, : (—1,3,-6) ligger

pa linjen

r =3+2

L:¢ y =5+t

z =244t

37. Avgor om linjerna

r =241 r =—-1-t
Li:¢ y =3—-t och Ly:< y =2+8t
z =7+t z =046t

skar varandra.

17



7.6 Avsnitt 1.6.2

I detta avsnitt behandlas planets ekvation. Begreppet normalvektor far hér
en viktig tillimpning. Planets ekvation har tre former, som ska behérskas:

n- b =0
Ar+By+Cz+ D =0

fﬁ’:qurtv

Planets normalvektor bestdms ofta som en kryssprodukt mellan tva vektorer
i planet, Ex. 1.48, s. 43.
I Ex. 1.49, s. 44, behandlas komposantuppdelning, jfr kapitel 7.3.

7.7 Avsnitt 1.6.3

I avsnittet behandlas en viktig tillimpning: avstandsberikningar.
Avst Punkt-Linje Se Ex. 1.51 s. 46.

Avst Linje-Linje Egentligen dr det fraga om en avstandsberékning mellan
tva parallella plan. Se mina stordior Lekt 6.

Avst Punkt-plan Se Ex. 1.52 s. 47.

Avst Linje-Plan Egentligen ar det fraga om en avstandsberdkning mel-
lan en punkt (pa linjen) och planet. Linjen och planet forutsétts vara
parallella.

18



38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Sok ekvationen for den linje som gar genom punkten P : (1,2,1) och &r
vinkelrdt mot planet x + 2y—z = 0.

Avgor om punkterna P : (3,9,6) och P, : (2,5, 3) ligger pa samma sida
eller pa olika sidor om planet x—y—z 4+ 11 = 0.

Bestédm kortaste avstandet mellan planet x + 2y + 3z = 4 och punkten
P:(3,1,1).

Bestdm avstandet fran det plan som gar genom punkterna P; : (4, 3,2),
P, :(6,0,0) och P5:(-2,8,4) till punkten @ : (5,4, 2).

Beréikna avstandet fran punkten (2,5, 2) till linjen

r =2+ 2t
L:¢ y =0+t
z =0+2t

Bestdm avstandet mellan linjerna

r =—1+2t r =4+t
Ly: y =-3+t¢t och Ly:¢ y =245t
z :—t z :3+t

Bestam ekvationen for den linje som gar genom punkten P : (1,2, 3) och
som skér linjen

r =6+ 3t
L:< y =-2t
z =4+ 3t

vinkelratt.

19



45.

46.

47.

48.

49.

3
Ett plan &ar ortogonalt mot vektorn | 1 | och innehaller punkten P :

2
(=3,7,4). Ange planets ekvation.
Visa att linjerna
r =1+3t r =2+t
Lll Yy =21 och LQI Yy =3—1
z =141 z =t

ligger i samma plan och bestdm ekvationen for detta plan.

1
Bestdm a sa att vektorn | a | blir parallell med planet z + 2y + 3z = 1.
3

Bestdm skirningspunkten mellan planet 2z 4+ y-22 4+ 1 = 0 och linjen

r =2+t
L:¢ y =3+1
z =1

Planen x +4y-3z = 2 och 3x—y + 22z = 3 skér varandra ldngs en rét linje.
Angiv linjens ekvation.

20



8 Svar (forbehall for ev. fel).

2 n 3ln(z? + 1)
-1 2

—_

+C.

. Injz —1] -

2. 1.

1 20
3. (a) 9 In (ﬁ) ~ 0.066
873

(b) —~826834

)-62"”+C.

4. (a) 1—2/e.
(b) 1.
(c) 3

71_2

D. 57 ~ 1.7932

5/6.

(@)

. 0.5685
242w
5
8. (a) (1-12).
(b) (t,2-t,3-1).

~ 152.05

9. (1,0,-1).

10. a = -1 = olosbart; a # -1 x = 7(;2&),3/ = 1—71, z = 75(“;1%

11. a = 3.
12. a = 2.

13. a # —1,a # 3 = en l6sning; a = —1 = ingen l6sning; a = 3 = oéndligt
manga losningar.

14. [6 -7 4],[6 4 5]".

15. (a)
-51 3 20
-18 1 7
-2 0 1
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16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.

7 1 -5
8 -1 6
5 1 4
(3 -1 -1
/411 1 1
13 1
0 17 -5
1 9 4
1 58 20
(a) 22
(b) 0
(c) -9
(d) 18
(a) A1 =4, Ay = —2. Motsvarande egenvektorer (1,1), (-1,1).
(b) A1 = 1,Ay = 6,A\3 = —4. Motsvarande egenvektorer (4,-3,0),
(3.4,5), (3,4,-5).
2048 2048 2048
2047 2047 2048
2047 2047 2048
a = 2.
Nej.
Ja.
(-10,-4).
a =2
/2.

a=2ocha=-1.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.

2//5
[ 1

/2
-1
[ 2

4
2
o [1
— | 2 |, lingd 8/3.
91 9

9 37
1 1
Baiol b 4
Y11 21 14
3
o | 2

6
a = —H.
(1 + 3t,6t,-2 + 4t).

(1,4,-1) nej, (-1,3,-6) ja.
Ja.

(T+t,242t,1—1).

Olika sidor.

4/+/14.

1.

V20.

V14,

r=1+4+2t,y=2,2=3—2t.
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45.
46.
47.
48.

49.

3r+vy+2z=06.
y+z=3.

a = —b.
(0,1,1).

(5¢,13/5 — 11¢,14/5 — 13t).
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